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Введение
Данное учебно-методическое пособие предназначено для самостоятельной работы магистров направления 08.04.01– «Строительство»  всех форм обучения. Содержит практическую информацию о первичном планировании эксперимента, а также описание готовых методик о планировании и интерпретации результатов эксперимента, методы обработки экспериментальных данных, а также алгоритм выбора оптимальных экспериментальных составов с применением функции желательности. 
1. Полный факторный эксперимент
1.1 Основные понятия и определения

Обычно при первичном планировании эксперимента количество уровней по всем входным факторам выбирают одинаковым. Тогда количество опытов в эксперименте (Nэ) может быть определено по формуле

Nэ = pэkэ ,
где     pэ – число уровней каждого входного фактора (как правило 2 или 3);

kэ – число входных факторов, исследуемых в эксперименте.

Если из анализа априорной информации известно, что исследуемая зависимость Yj = f (X1, X2, … Xk) является линейной, то достаточно реализовать эксперимент, в котором каждый входной фактор имеет в эксперименте только два уровня, т. е.

Nэ = 2kэ.
Такой план эксперимента называется планом первого порядка. 
Если из анализа априорной информации известно, что исследуемая зависимость Yj = f (X1, X2, … Xk) является нелинейной, то достаточно реализовать эксперимент, в котором каждый входной фактор имеет три уровня. Такой план называется планом второго порядка, а 
Nэ = 3kэ.
Если число уровней каждого фактора равно двум, а число факторов равно тоже двум, то будем иметь полный факторный эксперимент типа 2К, т.е. 22.

Зная количество уровней – 2 и число факторов – 2, составляем матрицу планирования эксперимента  (таблица 1.1):

Таблица 1.1 – Матрица планирования эксперимента 22:
	Номер опыта
	Кодирование числа факторов
	Параметр оптимизации у

	
	Х1
	Х2
	

	1
	-1
	-1
	у1

	2
	+1
	-1
	у2

	3
	-1
	+1
	у3

	4
	+1
	+1
	у4


Строки в этой таблице соответствуют различным опытам, а столбцы – значениям факторов. Каждый столбец в матрице планирования называется вектором-столбцом, а каждая строка – вектором-строкой.
Если для исследования входного фактора было выбрано три уровня, включая нулевой, то в матрице планирования они обозначаются знаками «–» (нижний), «0» (нулевой), «+» (верхний). На рисунке 1.1 показана геометрическая интерпретация полного факторного эксперимента N = 22. Если выбрано два нижних и два верхних уровня, то они обозначаются как «–2» (второй нижний), «–1» (первый нижний), «+1» (первый верхний) и «+2» (второй верхний).
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Рисунок 1.1 Геометрическая интерпретация полного факторного эксперимента N= 22
Если для двух факторов все возможные комбинации уровней легко найти прямым перебором, то с ростом числа факторов возникает необходимость в некотором приеме построения матриц. Из многих возможных приемов будем использовать только один, основанный на правиле чередования знаков. При этом методе в первом столбце знаки меняются поочередно, во втором столбце они чередуются через два, в третьем – через 4, а в четвертом – через 8 и т.д. по степеням двойки.

По аналогии с полным факторным экспериментом можно дать геометрическую интерпретацию полного факторного эксперимента 23 - это куб, координаты вершин которого задают условия опытов.

Если поместить центр куба в точку основного уровня факторов, а масштабы по осям выбрать так, чтобы интервал варьирования равнялся единице, то получится куб (рисунок 1.2). Куб задает область эксперимента, а центр куба является его центром.
[image: image2.png]



Рисунок 1.2 - Геометрическая интерпретация полного факторного эксперимента N= 23
1.2 Свойства полного факторного эксперимента

Эксперимент планируется для того, чтобы получить модель, обладающую оптимальными свойствами. Это значит, что оценки коэффициентов модели должны быть наилучшими и что точность предсказания параметра оптимизации не должна зависеть от направления в факторном пространстве, ибо заранее неизвестно, куда предстоит двигаться в поисках оптимума.

Из построения матрицы следует четыре свойства. Первое – симметричность относительно центра эксперимента. Это свойство формулируется следующим образом: алгебраическая сумма элементов вектор-столбца каждого фактора равна нулю.
Второе – условие нормировки. Оно формируется следующим образом: сумма квадратов элементов каждого столбца равна числу опытов.
Третье – сумма почленных произведений любых двух вектор-столбцов матрицы равна нулю. Это свойство называется ортогональностью матрицы планирования.

Четвертое – точки в матрице планирования подбираются так, что точность предсказания значений параметра оптимизации одинакова на разных расстояниях от центра эксперимента и не зависит от направления. Это свойство называется рототабельностью.
1.3 Математическая модель полного факторного

эксперимента
Для движения к точке оптимума при N = 22 (таблица 1.1) нам нужна линейная модель у=во+ в1х1 + в2х2. Необходимо по результатам эксперимента найти значения неизвестных коэффициентов модели. Коэффициенты модели вычисляются по формуле:
[image: image3.png]



где j=0,1,2,…, k.
Определим коэффициенты b1 и b2:

[image: image5.png])y, + 1)y +(-1ys +(+ 1)y
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,
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Для подсчета коэффициентов b1 используется вектор-столбец х1, а для b2 – вектор-столбец х2 (смотрите таблицу 1.1). Коэффициент в0 определяется из условия, что у=в0+ в1х1 +в2х2 справедливо, значит, оно верно и для средних арифметических значений переменных [image: image9.png]y = by + by X, + b, %,



. В силу свойства симметрии  [image: image11.png]Ll

w



. Следовательно, [image: image13.png]


. 
Чтобы привести эту процедуру в соответствие с формулой для вычисления коэффициентов, мы в матрицу планирования введем вектор-столбец фиктивной переменной х0, которая принимает во всех случаях значение +1. Поэтому линейную модель у = в0 + в1х1 + в2х2 запишем в виде:
у=в0х0+в1х1+в2х2
Коэффициенты при независимых переменных указывают на силу влияния факторов: чем большая численная величина коэффициентов, тем больше влияние оказывает фактор. Если коэффициент имеет знак плюс, то с увеличением значения фактора параметр оптимизации увеличивается, а если минус - уменьшается.

Очень часто эффект одного фактора зависит от уровня, на котором находится другой фактор. В этом случае имеет место эффект взаимодействия двух факторов. Полный факторный эксперимент позволяет количественно оценивать эффекты взаимодействия. Для этого надо, пользуясь правилом перемножения столбцов, получить столбец произведения двух факторов. Для полного факторного эксперимента матрица планирования с учетом эффекта взаимодействия представлена в таблице 1.2.
Таблица 1.2 – Матрица планирования 22 эксперимента с учетом взаимодействия факторов
	Номер опыта
	х0
	х1
	х2
	х1 х2
	у

	1
	+1
	-1
	-1
	+1
	у1

	2
	+1
	+1
	-1
	-1
	у2

	3
	+1
	-1
	+1
	-1
	у3

	4
	+1
	+1
	+1
	+1
	у4


Получим уравнение:
у=в0х0+в1х1+в2х2+в12х1х2.

Коэффициент в12 определяется аналогично предыдущим коэффициентам. Столбцы х1 и х2 задают планирование – по ним определяют условия опытов, а столбцы х0 и х1х2 служат только для расчета.

В таблице 1.3 приведена матрица планирования 23 для трех факторов (для удобства в расчетах факторы обозначим через z1, z2, z3).
Таблица 1.3 – Матрица планирования 23: 

	№ эксперимента
	Изучаемые факторы

	
	z1
	z2,
	z3

	1
	+
	+
	+

	2
	-
	+
	+

	3
	+
	-
	+

	4
	-
	-
	+

	5
	+
	+
	-

	6
	-
	+
	-

	7
	+
	-
	-

	8
	-
	-
	-


Для обработки результатов проведенных экспериментов и дальнейшего определения коэффициентов уравнения регрессии факторы приводят к одному масштабу. Это достигается путем кодирования переменных. Обозначим нижний уровень фактора zi через zi-, а верхний через zi+. Тогда новые кодированные переменные xi будут определяться через zi по формуле:
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,
где     [image: image17.png]


 – центр плана,

[image: image19.png]


- интервал варьирования, который определяют по формулам:

[image: image21.png]


,
[image: image23.png]


,
При таком кодировании все новые переменные будут принимать значения от -1 до +1, т.е. xi =[-1;+1], i=1…k.

Линейное уравнение регрессии относительно новых переменных с учетом большого количества факторов имеет вид:

у=в0х0+в1х1+в2х2+…+вкхк
Если необходимо изучить влияние парных взаимодействий различных факторов на исследуемый параметр, то уравнение регрессии записывают в виде:
у=в0х0+в1х1+…+вкхк+в1,2х1х2+в1,3х1х3+…+вк-1,кхк,

или
[image: image24.png]y = by + z bx, + z by,

=1 i<j




Прежде чем определять коэффициенты выбранной модели, матрицу планирования записывают относительно новых переменных (таблица 1.4).
Таблица 1.4 – Матрица планирования для обработки результатов

	№ экспе-римента
	Факторы
	Взаимодействия
	Результаты опытов
	Среднее результатов

	
	x1
	x2
	x3
	x1 x2
	x1 x3
	x2x3
	y1
	y2
	y3
	y4
	[image: image25.png]




	1
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	y11
	y12
	y13
	y14
	[image: image26.png]Vi





	2
	-
	+
	+
	-
	-
	+
	y21
	y22
	y23
	y24
	[image: image27.png]Va





	3
	+
	-
	+
	-
	+
	-
	y31
	y32
	y33
	y34
	[image: image28.png]V3





	4
	-
	-
	+
	+
	-
	-
	y41
	y42
	y43
	y44
	[image: image29.png]




	5
	+
	+
	-
	+
	-
	-
	y51
	y52
	y53
	y54
	[image: image30.png]Vs





	6
	-
	+
	-
	-
	+
	-
	y61
	y62
	y63
	y64
	[image: image31.png]Ve





	7
	+
	-
	-
	-
	-
	+
	y71
	y72
	y73
	y74
	[image: image32.png]V7





	8
	-
	-
	-
	+
	+
	+
	y81
	y82
	y83
	y84
	[image: image33.png]Va






Необходимо выполнить несколько серий опытов для каждого эксперимента, для проверки уравнения на адекватность.
Адекватность – это способность модели предсказывать результаты эксперимента в некоторой области с требуемой точностью. Результаты опытов в каждом j-ом эксперименте (j=1,…,n) записывают в правые столбцы матрицы планирования.  В последнем столбце записывают средние значения полученных результатов для каждой серии опытов. Если каждый эксперимент повторяли m раз, то в матрице будет записано m столбцов у1, у2… уm. Например, из таблицы 1.4 видно, что каждый эксперимент повторялся 4 раза, т.е. m=4.
Среднее значение для каждого эксперимента определяется по формуле:

[image: image34.png]



 j=(1…n)
Формулы по определению коэффициентов регрессии b0, b1 и т.д. были рассмотрены ранее.

Полученные коэффициенты необходимо проверить на значимость. Это можно сделать с помощью критерия Стьюдента: если [image: image36.png]|



>tкр Sкоэф., то b значим; если [image: image38.png]|



<tкр Sкоэф., то b незначим и его полагают равным нулю в уравнении регрессии. 

Критическую точку tкр находят из таблиц распределения Стьюдента по числу степеней свободы n(m-1) и с заданным уровнем значимости α для случая с двусторонней критической области. 
Среднее квадратичное отклонение коэффициентов Sкоэф. зависит от дисперсии воспроизводимости результатов по всем приведенным опытам [image: image40.png]


 и вычисляется по формуле:

[image: image42.png]


,

Дисперсия вопроизводимости [image: image44.png]


 характеризует ошибку всего эксперимента. В случае равномерного дублирования опытов (одинаковое число наблюдений в каждом эксперименте) для расчета [image: image46.png]


 используют формулу:

[image: image47.png]



где n – число экспериментов (число строк в матрице);

m – число опытов в каждой серии эксперимента;

yji – результат отдельного i-го наблюдения в j-ом эксперименте;

[image: image49.png]


 – среднее выборочное значение наблюдений для j-го эксперимента.

Проверка на адекватность полученного уравнения регрессии со значимыми коэффициентами осуществляется с помощью критерия Фишера: если Fрасч.<Fтабл., то уравнение адекватно, в противном случае – неадекватно. 
Расчетное значение критерия Fрасч. определяют по формуле:

[image: image51.png]


,
где [image: image53.png]


 – дисперсия воспроизводимости;

       [image: image55.png]


 – остаточная дисперсия (дисперсия адекватности).

Остаточная дисперсия определяется по формуле:

[image: image57.png]


,

где n – число экспериментов;

m – число опытов в каждой серии эксперимента;

r – число значимых коэффициентов регрессии в уравнении регрессии;

[image: image59.png]


 – среднее выборочное значение наблюдений для j-го эксперимента;

[image: image61.png]


 – значение изучаемого параметра, вычисленное по уравнению регрессии со значимыми коэффициентами для j-го эксперимента.

Табличное значение критерия Fтабл. находят из таблиц критических точек распределения Фишера по заданному уровню значимости α и по соответствующим степеням свободы k1=n-r и k2=n(m-1). Степень свободы k1 соответствует степени свободы остаточной дисперсии, а k2 – степень свободы дисперсии воспроизводимости. 
Анализ результатов предполагает интерпретацию полученной модели. Интерпретацию модели можно производить только тогда, когда она записана в кодированных переменных. Только в этом случае на коэффициенты не влияет масштаб факторов, и мы можем по величине коэффициентов судить о степени влияния того или иного фактора. Чем больше абсолютная величина коэффициента, тем больше фактор влияет на отклик (изучаемый параметр). Следовательно, можно расположить факторы по величине их влияния. Знак «плюс» у коэффициента свидетельствует о том, что с увеличением значения фактора растет величина отклика, а при знаке «минус» – убывает. 

Для получения математической модели в натуральных переменных zi в уравнение регрессии вместо xi необходимо подставить их выражения из формулы. При переходе к натуральным переменным коэффициенты уравнения изменяются, и в этом случае пропадает возможность интерпретации влияния факторов по величинам и знакам коэффициентов. Однако, если уравнение адекватно, то с его помощью можно определять значения исследуемой величины, не проводя эксперимента и придавая факторам значения, которые должны лежать между нижним и верхним уровнем.
Пример

Для исследования влияния полимерного клея на прочность склеивания строительных поверхностей были поставлены эксперименты по плану 23, причем каждый эксперимент повторялся по три раза (см. таблицу 5). В качестве факторов, влияющих на прочность у (кг/см2) выбраны, были выбраны следующие:
z1 – количество наносимого клея (г/см2), z1-=0,02, z1+=0,06;
z2 – время выдержки склеиваемых поверхностей (с), z2-=60, z2+=300;

z3 – давление прессования склеиваемых поверхностей (кгс/см2), z3-=2, z3+=8.
Требуется построить уравнение регрессии, учитывая все взаимодействия факторов, проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпретацию.

Таблица 1.5 – Матрица планирования:

	№ экспери-мента
	Изучаемые факторы
	Результаты опытов

	
	z1
	z2,
	z3
	у1
	у2,
	у3

	1
	+
	+
	+
	7,4
	8,4
	6,4

	2
	-
	+
	+
	8,6
	7,0
	7,8

	3
	+
	-
	+
	12,3
	9,0
	9,3

	4
	-
	-
	+
	5,8
	5,8
	5,7

	5
	+
	+
	-
	18,8
	17,0
	15,2

	6
	-
	+
	-
	8,4
	8,4
	6,0

	7
	+
	-
	-
	11,8
	7,0
	9,4

	8
	-
	-
	-
	10,5
	7,8
	8,1


Последовательность выполнения: 

1) кодируем переменные; 

2) достраиваем матрицу планирования в кодированных переменных с учетом парных взаимодействий и дополняем столбцом средних значений отклика; 

3) вычисляем коэффициенты уравнения регрессии; 

4) проверяем вычисленные коэффициенты на значимость, предварительно определив дисперсию воспроизводимости, и получаем уравнение регрессии в кодированных переменных; 

5) проверяем полученное уравнение на адекватность; 

6) проводим интерпретацию полученной модели; 

7) выписываем уравнение регрессии в натуральных переменных. 

1. Для каждого фактора находим центр, интервал варьирования и зависимость кодированной переменной xi от натуральной zi по формулам. Оформляем результаты в таблице 1.6.
Таблица 1.6 – Кодирование факторов:

	Факторы
	Верхний уровень, zi+
	Нижний уровень, zi-
	Центр, zi0
	Интервал варьиро-вания, ∆i 
	Зависимость кодированной переменной от натуральной

	z1
	0,06
	0,02
	0,04
	0,02
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	z2
	300
	60
	180
	120
	[image: image63.png]




	z3
	8
	2
	5
	3
	[image: image64.png]





2. Определяем средние значения результатов по каждой серии эксперимента:
[image: image66.png]V= §(7,4+ 8,4+ 6,4) = 7,4



; аналогично определяем остальные коэффициенты [image: image68.png]Va



=7,8; [image: image70.png]V3



=10,2; [image: image72.png]


=5,77; [image: image74.png]Vs



=17; [image: image76.png]Ve



=7,6; [image: image78.png]V7



=9,4; [image: image80.png]Va



=8,8.
Строим матрицу планирования с учетом всех взаимодействий (таблица 1.7).

Таблица 1.7 – Матрица планирования для обработки результатов:

	№ экспе-римента
	Факторы
	Взаимодействия
	Результаты опытов
	Среднее результатов

	
	x1
	x2
	x3
	x1 x2
	x1 x3
	x2x3
	x1 x2 x3
	y1
	y2
	y3
	[image: image81.png]




	1
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	7,4
	8,4
	6,4
	7,4

	2
	-
	+
	+
	-
	-
	+
	-
	8,6
	7,0
	7,8
	7,8

	3
	+
	-
	+
	-
	+
	-
	-
	12,3
	9,0
	9,3
	10,2

	4
	-
	-
	+
	+
	-
	-
	+
	5,8
	5,8
	5,7
	5,77

	5
	+
	+
	-
	+
	-
	-
	-
	18,8
	17,0
	15,2
	17,0

	6
	-
	+
	-
	-
	+
	-
	+
	8,4
	8,4
	6,0
	7,6

	7
	+
	-
	-
	-
	-
	+
	+
	11,8
	7,0
	9,4
	9,4

	8
	-
	-
	-
	+
	+
	+
	-
	10,5
	7,8
	8,1
	8,8


3. Вычисляем коэффициенты уравнения  регрессии:

[image: image82.png](7447841024577 +17,0 +7,6 + 9,4 +88) = 9,25
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[image: image85.png](74+78+102+577-17,0- 7,6 - 94— 88) = —145
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Составляем таблицу с коэффициентами уравнения регрессии.
Таблица 1.8 – Коэффициенты уравнения регрессии

	b0
	b1
	b2
	b3
	b1,2
	b1,3
	b2,3
	b1,2,3

	9,25
	1,75
	0,70
	-1,45
	0,50
	-0,75
	-0,90
	-1,70


4. Находим дисперсию вопроизводимости
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Предварительно определяем выборочную дисперсию (таблица 1.9).

Таблица 1.9 – Расчет выборочных дисперсий

	j
	y1
	y2
	y3
	[image: image91.png]
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	[image: image93.png]—7) °
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	1
	7,4
	8,4
	6,4
	7,4
	0,00
	1,00
	1,00
	1

	2
	8,6
	7,0
	7,8
	7,8
	0,64
	0,64
	0,00
	0,64

	3
	12,3
	9,0
	9,3
	10,2
	4,41
	1,44
	0,81
	3,33

	4
	5,8
	5,8
	5,7
	5,77
	0,0009
	0,0009
	0,0049
	0,00335

	5
	18,8
	17,0
	15,2
	17,0
	3,24
	0,00
	3,24
	3,24

	6
	8,4
	8,4
	6,0
	7,6
	0,64
	0,64
	2,56
	1,92

	7
	11,8
	7,0
	9,4
	9,4
	5,76
	5,76
	0,00
	5,76

	8
	10,5
	7,8
	8,1
	8,8
	2,89
	1,0
	0,49
	2,19
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Отсюда получим:

[image: image97.png]1
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Определяем среднее квадратичное отклонение коэффициентов:

[image: image99.png]_ ,ﬁ, 225 _
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.
Из таблиц распределения Стьюдента по числу степеней свободы n (m-1)=8*2=16 при уровне значимости α=0,05 находим tкр.=2,12. Следовательно, tкр.*Sкоэф.=2,12*0,307=0,651.

Сравним полученное значение 0,651 с коэффициентами из таблицы 1.8, значит все коэффициенты кроме b1,2 значимы, т.е.  принимаем b1,2=0 и получаем уравнение регрессии в кодированных переменных:

[image: image101.png]y =9,25+ 1,75x; + 0,7x, — 1,45x; — 0,75x,x; — 0,9%,%; — 1,7x,%,%;,



.
5. Проверяем полученное уравнение на адекватность по критерию Фишера. Так как дисперсия воспроизводимости найдена, то для определения Fрасч. необходимо найти остаточную дисперсию S2ост.
Для этого найдем значения изучаемого параметра по полученному уравнению регрессии, подставляя +1 и -1 вместо xi в соответствии с номером j эксперимента из таблицы 1.7:
[image: image103.png]e



=9,25+1,75+0,70-1,45-0,75-0,90-1,70=6,90
[image: image105.png]Nl



=9,25+1,75(-1)+0,70-1,45-0,75(-1)-0,90-1,70(-1)=8,30

[image: image107.png]Pl



=9,25+1,75+0,70(-1)-1,45-0,75-0,90(-1)-1,70(-1)=10,70

[image: image109.png]3



=9,25+1,75(-1)+0,70(-1)-1,45-0,75(-1)-0,90(-1)-1,70=5,30

[image: image111.png]ot



=9,25+1,75+0,70-1,45(-1)-0,75(-1)-0,90(-1)-1,70(-1)=16,50
[image: image113.png]ot



=9,25+1,75(-1)+0,70-1,45(-1)-0,75-0,90(-1)-1,70=8,10

[image: image115.png]hd



=9,25+1,75+0,70(-1)-1,45(-1)-0,75(-1)-0,90-1,70=9,85

[image: image117.png]o



=9,25+1,75(-1)+0,70(-1)-1,45(-1)-0,75-0,90-1,70(-1)=8,30

Находим остаточную дисперсию:

[image: image118.png]=30(69-747 + (83 -7.8) + (10,7 - 102)*+(5.3 - 5,77)* + (16,5 - 17,0
+(81-76)%+(0,85-94)+(8,3-88)% = 31,0234





Расчетное значение критерия Фишера Fрасч определяем по формуле:
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Табличное значение критерия Fтабл. находим из таблиц распределения Фишера при уровне значимости α=0,05 по соответствующим степеням свободы k1=n-r=8-7=1 и k2=n(m-1)=8*2=16:

Fтабл.=4,49.
Т.к. Fрасч.=2,55<Fтабл.=4,49, то уравнение регрессии адекватно.

6. Проведем интерпретацию полученной модели.
у = 9,25 + 1,75х1 + 0,7х2 – 1,45х3 – 0,75х1х3 – 0,9х2х3 – 1,7х1х2х3.

По уравнению видно, что наиболее сильное влияние оказывает фактор х1 – количество наносимого клея, так как он имеет наибольший по абсолютной величине коэффициент. После него по силе влияния на отклик (прочность склейки строительных поверхностей) идут: тройное взаимодействие всех факторов х1х2х3; фактор х3 – давление пресса при склеивании; парное взаимодействие х2х3 – сочетание времени выдержки склеиваемых поверхностей под давлением и уровня давления при склеивании; парное взаимодействие х1х3 – сочетание количества наносимого клея и уровня давления при склеивании; фактор х2 – время времени выдержки склеиваемых поверхностей под давлением. 

Так как коэффициенты при х1 и х2 положительны, то с увеличением этих факторов увеличивается отклик, т.е. увеличивается прочность. Коэффициенты при х3, х1х3, х2х3, х1х2х3 отрицательны, это означает, что с уменьшением фактора х3 и перечисленных взаимодействий значение отклика будет возрастать, а с увеличением – убывать. 

7. Выписываем уравнение регрессии в натуральных переменных, подставляя вместо xi их выражения через zi , которые берем из последнего столбца таблицы 1.6: 
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.
Преобразовав это уравнение, окончательно получаем его вид в натуральных переменных: 

y = 10,87 – 62,5 z1 – 0,0289 z2 – 1,233 z3 + 1,18 z1 z2 + 30 z1 z3 ++ 0,0069 z2 z3 – 0,2361 z1 z2 z3.
Теперь подставляя начальные данные (из предполагаемых интервалов данных эксперимента) мы можем заранее с высокой степенью достоверности получать конечное значение эксперимента.
2. Метод наименьших квадратов.
Практика показала, что найти идеальную кривую, которая приходила бы через все экспериментальные точки, практически невозможно. Задача заключается в том, чтобы найти теоретическую зависимость (кривую), отклонение которой от экспериментальных точек было бы минимальным.

Допустим, искомая теоретическая кривая есть полином третьей степени:

Y = A0 + A1X + A2X2 + … + AmXm
Нужно найти значения A0, A1, A2, …, Am, при которых кривая как можно ближе проходила бы от всех n экспериментальных точек (X1, Y1); (X2, Y2); … ; (Xn, Yn). При этом считается, что m + 1 значительно меньше n.

Каждая из экспериментальных точек i в общем случае будет отклоняться от теоретического значения на величину δi, т.е. :

A0 + A1X1 + A2X12 + … + AmX1m – Y1 = δ1,

A0 + A1X2 + A2X22 + … + AmX2m – Y2 = δ2,
A0 + A1Xn + A2Xn2 + … + AmXnm – Yn = δn,

где δ1, δ2, δn, - расхождения между теоретическими и экспериментальными значения в точках (x1,y1); (x2,y2); …; (xn,yn) или, так называемые, невязки.
Согласно принципу наименьших квадратов лучшими значениями коэффициентов A0, A1, A2,…, Am будут те, для которых сумма квадратов невязок будет наименьшей:
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Это условие с учетом можно записать в виде:

[image: image124.png]- (A



0 + A1xk + A2xk2 + … + Amxkm – yk)2 = F (A0, A1, A2, …, Am)→ min
Т.е. эту зависимость можно рассматривать как функцию коэффициентов       A0, A1, A2, …, Am, стремящуюся к минимуму при условии, что все ее частные производные равны нулю:
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[image: image127.png](Ag + Ay Xy + ApXE + -+ A X — Y )xE = 0




………………………………………………………………………………………………

[image: image128.png]2( Ag + Ay + ApxE 4+ A X — Y )X = 0

=1




Суммирование квадратов невязок производится потому, что δi бывают положительными и отрицательными. Суммирование невязок в первой степени может дать нуль (или значение близкое к нулю), что создаст впечатление полного совпадения теоретических и экспериментальных точек, хотя это может оказаться далеко от истины.

Чтобы облегчить решение системы уравнений введем обозначения, известные как обозначения Гаусса:
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        (7. 21)
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C учетом этих обозначений, после перегруппировки членов, система уравнений примет вид:

[image: image133.png]nd, + [x]4; + [x%]4, + -+ [x™]A,, = [¥]




[image: image134.png][x]A, + [x%]A; + [x3]A, + -+ [x™*1]A4,, = [xy]




…………………………………………………………………………

[image: image135.png][x™]4, + [x™1]A; + [x™2]A, + -+ [x*™]A,, = [x™y]




Решение системы уравнений относительно A0, A1, … Am позволяет получить искомую теоретическую кривую. Однако при увеличении m объем вычислительной работы быстро растет, поэтому на практике обычно ограничиваются полиномами второй, третьей степени.

Расчеты существенно упрощаются, если применить методику вычислений, излагаемую ниже.

Для примера рассмотрим полином первой степени (m = 1) вида: 
Y = A0 + A1x,

который наилучшим образом удовлетворял бы экспериментальным точкам, приведённым в таблице 2.1.
Таблица 2.1 – Экспериментальные данные 
	n
	xi
	yiэксп.
	yвычисл.
	σ
	Сумма

	1
	0,5
	1,532
	1,558
	+0,026
	[x]=14,0

[x2]=35,0

[y]=7,251

[xy]=12,063

[δ2]=0,0044

	2
	1,0
	1,428
	1,384
	-0,044
	

	3
	1,5
	1,197
	1,21
	+0,013
	

	4
	2,0
	1,016
	1,036
	+0,020
	

	5
	2,5
	0,894
	0,862
	-0,032
	

	6
	3,0
	0,675
	0,688
	+0,013
	

	7
	3,5
	0,509
	0,514
	+0,005
	


При m = 1 система уравнений превращается в систему двух уравнений с двумя неизвестными A0 и A1:

nA0 + [x]A1 = [y]

 [x]A0 + [x2]A1 = [xy]

Эта система имеет только одно решение, следовательно, существует только одна прямая, которая ближе других пройдет между экспериментальными точками.

В рассматриваемом примере: 
n=7; [x]=0,5 + 1,0 + … + 3,5=14;

[y]=1,532 + 1,428 + … + 0,509 = 7,251;

[x2]=0,52 + 1,02 + 1,52 + … + 3,52 = 35;

[xy]=0,5 ∙ 1,532 + 1,0 ∙ 4,428 + 1,5 ∙ 1,197 + … + 3,5 ∙ 0,509 = 12,063

Исходная система уравнений принимает вид:
7A0 + 14A1 = 7,251

14A0 + 35A1 = 12,063

Решив систему, получим:

Ao=1,732; A1=-0,348.

Искомая теоретическая линия имеет вид:

Y=1,732-0,348X
Построим график.  
[image: image136.png]y=-0,348x + 1,732 \





Рисунок 2.1 - Пример линейной аппроксимации экспериментальных данных.
На основе зависимости находим значение вычислительных теоретических значений функций увыч.  и невязки δ (графы 4, 5 таблицы 2.1).

Если аппроксимирующая кривая имеет уравнение второго порядка (m=2), ее уравнение примет вид:

y = A0 + A1x + A2x2               
Квадратичная интерполяция по методу наименьших квадратов приведет к системе уравнений с тремя неизвестными:

nA0 + [x]A1 + [x2]A2 = [y],

 [x]A0 + [x2]A1 + [x3]A2 = [xy], 

[x2]A0 + [x3]A1 + [x4]A2 = [x2y],

ПРИМЕР: Найти параболу y = A0 + A1x + A1x2, которая лучше всего удовлетворяет данным таблицы2.2.
Таблица 2.2 – Экспериментальные данные
	n
	xi
	yiэксп.
	yвычисл.
	δ
	Суммы

	1
	0,1
	2,1299
	2,1318
	+0,0019
	[x]=5,5

[x2]=3,85

[x3]=3,025

[x4]=2,5333

[y]=20,4389

[xy]=10,91187

[x2y]=7,46611

	2
	0,2
	2,1532
	2,1531
	-0,0001
	

	3
	0,3
	2,1611
	2,1590
	-0,0021
	

	4
	0,4
	2,1516
	2,1497
	-0,0019
	

	5
	0,5
	2,1282
	2,1250
	-0,0032
	

	6
	0,6
	2,0807
	2,0851
	+0,0044
	

	7
	0,7
	2,0266
	2,0299
	+0,0033
	

	8
	0,8
	1,9594
	1,9593
	-0,0001
	

	9
	0,9
	1,8759
	1,8735
	-0,0024
	

	10
	1,0
	1,7723
	1,7723
	0,0000
	


Исходная система уравнений имеет вид:

10A0 + 5,5A1 + 3,85A2 = 20,4389

5,5A0 + 3,85A1 + 3,025A2 = 10,9119

3,85A0 + 3,025A1 + 2,5333A2 = 7,4661

Решением системы будут коэффициенты:

A0=2,095; A1=0,442; A2= - 0,765

Искомая парабола будет иметь следующее выражение:

y = 2,095 + 0,442x – 0,765x2.

Построим график найденного уравнения. 
[image: image137.png]y =-0,765x% + 0,442x + 2,095

0,2 0,4 0,6

0,8

1,2





Рисунок 2 – Аппроксимация экспериментальных данных параболой второго порядка (m=2)

Изложенная методика подбора линии аппроксимации экспериментальных данных методом наименьших квадратов позволяет выбрать наиболее подходящую кривую для любых экспериментальных данных, если последние могут вообще иметь закономерность. В практике возникает проблема соотношения требуемой точности аппроксимации и объема вычислений. Как уже отмечалось, при m>3…4 объем вычислений порядка, чтобы достаточно точно и без излишних вычислительных трудностей описать в аналитическом виде и отобразить графически полученные экспериментальные данные.

3. Обоснование количества опытов
При разработке методики проведения эксперимента важно обосновать количество опытов, которое гарантирует требуемую точность результата, а с другой стороны – не ведет к неоправданному перерасходу средств и времени на избыточные испытания.

При количестве испытаний более десяти методика обоснования количества опытов базируется на неравенстве Чебышева:
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,
где N – количество опытов;

[image: image141.png]


 – среднее значение случайно измеряемой в ходе эксперимента    величины х;
      М(х) – математическое ожидание величины х;

      D(x) – дисперсия величины х, рассчитанная по результатам N опытов;
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 – требуемая (заданная) точность результатов.

Процесс расчета количества опытов N является итеративным: вначале задается некоторое количество опытов N,проводится N-ое количество опытов, вычисляется D(x) и проверяется неравенство Чебышева. Если оно выполняется, то количество опытов достаточно. В противном случае количество опытов увеличивается. 

ПРИМЕР: В процессе экспериментальной проверки нового строительного материала в лабораторных условиях проведено 10 пробных опытов по определению прочности материала. Результаты представлены в таблице 12.

Таблица 12 – Исходные данные

	Номер опыта
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Предел прочности на сжатие, кгс/см2
	320
	300
	340
	350
	330
	320
	310
	350
	335
	320
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По результатам пробных опытов определяем требуемое число испытаний, которое обеспечит с вероятностью 0,9 разницу между [image: image147.png]


 и М(х) не более 10 кгс/см2 (т.е. ε=10). 
Из неравенства Чебышева определяем искомую величину:
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Т.е. требуемое количество испытаний превышает 25. Требуется провести дополнительные 15 испытаний и снова рассчитать  [image: image151.png]


 и D(х) и проверить требуемый показатель N. 
4. Оценка показателей свойств и их оптимизация применением функции желательности
Этот достаточно эффективный метод, получивший широкое применение в последние годы, заключается в преобразовании и значений частных показателей Y1 , Y2 ,… Yi , ,, Yn , полученных в результате экспериментов и характеризующих определенные свойства объекта исследования, в безразмерные частные желательности d1 , d2,...di , dn ,устанавливающие степень соответствия этих показателей некоторым выбранным нормам, а по ним – в обобщенные желательности D1, D2,...Di, Dn , характеризующие качество материала, изделия или процесса в совокупности.

Процедура преобразования частных показателей в частные желательности осуществляется при этом путем введения для каждого частного показателя Yi некоторой преобразующей функции Yi’ . Вид последней выбирается с таким расчетом, чтобы наиболее желательные значения частных показателей обеспечивали большие вклады в частные желательности. И, напротив, если какой - то параметр будет иметь неприемлемое значение, то он должен приводить к резкому уменьшению его частной желательности. Вид преобразующей функции и функции частной желательности для каждого частного показателя выбираются также с учетом типа показателя, на значения которого накладывается ограничение, которое может быть одностороннее или двустороннее. Одностороннее ограничение может быть только снизу или только сверху, тогда как при двустороннем ограничении - и снизу, и сверху. Соответственно о показателях говорят как о параметрах с односторонним или двусторонним ограничением. 
Отправным моментом при использовании функции желательности является так называемая психофизическая шкала, которая призвана установить соответствие между численным значением каждого частного показателя и его желательностью. При этом за наименьшую желательность принят 0, а за наибольшую 1, а весь этот интервал разбит на пять диапазонов, как это показано в таблице 12. Из нее видно, что если значения желательности частного показателя составляют 0,20 и менее, то он практически непригоден для использования. И, напротив, значения желательности 0,80 и выше соответствуют его высокому качеству. Остальные значения занимают промежуточное положение.
Таблица 4.1-Психофизическая шкала желательности показателей качества

	Качество частного показателя
	Численное значение желательности частного показателя

	Очень плохое
	0,00…0,20

	Плохое
	0,20…0,37

	Удовлетворительное
	0,37…0,63

	Хорошее
	0,63…0,80

	Очень хорошее
	0,80…1,00


То, что не все диапазоны имеют одинаковую ширину, объясняется лишь соображениями удобства. Так, граница диапазона 0,37 соответствует величине
дроби 1/e , а 0,63 = 1-1/e , где е - основание натуральных логарифмов, поскольку в качестве функций частной желательности используется экспоненциальная функция.
Преобразование частных показателей качества, полученных в экспериментах, в частные желательности показателей осуществляется с помощью специально выбранной функции частной желательности, которая для показателя с односторонним ограничением имеет вид 
di = ехр [- ехр (- Yi')] 
где Yi' - значение безразмерной преобразующей функции, вычисленное для    i- го частного показателя по результатам эксперимента.

График функции (2.24) показан на рисунке 2.9.
Для построения графика по оси абсцисс откладываются значения функции Y', область изменения которой можно принять от -3 до +3. При этом значения d изменяются приблизительно от 0 до 1. Кроме того, параллельно оси Y' (внизу) проводятся дополнительные оси, на которых откладываются натурные значения каждого частного показателя в соответствии с их желательностями. Число дополнительных осей должно быть равно числу частных показателей с односторонним ограничением.
Из (2.24) следует, что преобразование натурных значений частных показателей в частные желательности производится через преобразующие функции Y'. Для показателей с односторонним ограничением в качестве преобразующей функции выбирается или двучлен вида 

Y'= ao+a1Y  (2.25)
или трехчлен
Y’ =a0 + a1Y+a2Y2,           (2.26)
в которых коэффициенты а0, а1 (в 2.25) или ао, а1 и а2 (в 2.26) вычисляют
соответственно по двум или трем значениям частного показателя и соответствующим им значениям преобразующих функций Y'. При установлении соответствия между значениями частного показателя и его желательностью руководствуются следующими положениями:
1)  если на частный показатель качества установлен определенный регламент в виде ГОСТа, ОСТа, ТУ или РД и т.д., то это значение показателя следует принять за нижний предел его приемлемости и ставить в соответствие с желательностью 0.37;
2) при отсутствии какого - либо регламента следует пользоваться методом экспертных оценок.
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Рисунок 2.9 – График функции d = exp[-exp(-Y’)] для показателей с односторонним ограничением Y’

В результате строится шкала желательности, форма которой для показателей с односторонним ограничением имеет вид, показанный в таблице 2.2.
Таблица 2.2 - Шкала желательности для показателей качества с односторонним ограничением

	Показатель

качества
	Обозна-чение
	Значения желательности показателей

	
	
	0,20
	0,37
	0,63
	0,80
	1,00

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	
	Y1
	
	
	
	
	

	
	Y2
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	Yi
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	Yn
	
	
	
	
	


В 1 -й графе таблицы приводятся названия частных показателей качества, во 2-й – их обозначения, а в последующих - значения показателей, соответствующие определенным желательностям.
Результаты вычисления значений преобразующей функции Y' по экспериментальным данным также удобно представить в табличном виде.
Отметим, что выбор преобразующей функции Y' в виде (2.25) или (2.26) в известной мере является делом вкуса. Однако при этом следует учесть следующее.
С точки зрения более адекватного отображения натурных значений частного показателя в преобразованные, а стало быть, в их желательности, предпочтительнее принимать трехчлен, так как он будет точнее отображать характер связи между Y и Y', тогда как двучлен заранее постулирует линейную связь между ними. Однако это справедливо лишь тогда, когда эксперименталь​ные значения частного показателя (имеется в виду, что эксперименты уже про​ведены и известны результаты) не выходят за пределы принятых ограничений. Если в некоторых экспериментах значения Y окажутся за его пределами (ниже наименьшего или выше наибольшего), то есть опасность получения неверных результатов, ибо определение Y' по «выскакивающим» значениям Y равносильно экстраполяции квадратичной преобразующей функции. В таких случаях в качестве преобразующей функции лучше принимать двучлен. Хотя и в этом случае будет иметь место экстраполяция, однако погрешность линейной экстраполяции будет значительно меньше.
Другой путь избежать ошибку такого рода - это выбрать одно из значений Y (для вычисления коэффициентов полинома) такое, которое перекрывает значение Y, полученное в эксперименте. Это легко сделать, если уже известны результаты эксперимента. В противном случае следует основываться на результатах предыдущих аналогичных экспериментов.
Для показателей с двусторонним ограничением функция желательности принимается в виде

d = exp [- (|Y’|)n],                                                                                     (2.27)

где Y’ вычисляется по формуле    

Y’= [image: image154.png]2Y—(Ymax +Ymin)

Ymax—Ymin



                                                                                   (2.28)
а   n - показатель степени, который вычисляется по какому - либо текущему значению Y и соответствующей ему желательности по формуле 
 n = [image: image156.png]Inlnd™*
Y|



                                                                                                 (2.29)
В целях повышения точности целесообразно п вычислять по нескольким (двум - трем «экспертным») значениям Y и соответствующим им желательностям d с последующим осреднением значения п.
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Рисунок 2.10 - График функции d = ехр [- (|Y'|)n ] для показателей с двусторонним ограничением

График функции частной желательности для показателя с двусторонним ограничением представлен на рисунке 2.10.
Из рисунка хорошо видно, что как слишком большие, так и слишком ма​лые значения показателя одинаково нежелательны.
График имеет форму колоколообразной гауссовской кривой.

Форма шкалы желательности для показателей с двусторонним ограниче​нием приведена в таблицах 2.3.
Далее частные желательности dj свертываются в один безразмерный па​раметр, который принято называть обобщенной функцией желательности
D =[image: image159.png]
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.                                                              (2.30)
Таблица 2.3 - Шкала желательности для показателей качества с двусторонним ограничением
	Показатель качества
	Обозначение
	Значения желательности показателей

	
	
	0,20
	0,37
	0,63
	0,80
	1,0
	0,80
	0,63
	0,37
	0,20

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	
	Y1
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	Y2
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	Yi
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	Yn
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Из структуры формулы (2.30) следует, что слишком малое значение даже одного частного показателя приведет к резкому снижению обобщенного показателя качества, что служит надежным барьером против принятия неправильных решений. Нетрудно усмотреть, что число каждого частного показателя и соответственно обобщенного показателя качества будет равно числу всех экспериментов над объектом.
После вычисления всех значений обобщенного показателя выявляются условия, максимизирующие эту функцию. Наиболее простое решение при этом сводится к выбору той рецептуры состава (или режима технологического процесса), при которой достигается ее наибольшее значение.

Несколько сложнее (но более точное) решение может быть получено путем построения функции обобщенной желательности от управляемых факторов с последующим исследованием ее на экстремум (если он существует) и вычислением значений управляемых факторов, обеспечивающих этот экстремум.
Построенные согласно изложенным принципам функции желательности являются эффективным инструментом при оценке качества и оптимизации рецептур сложных систем, в частности буровых и тампонажных растворов.
В заключение отметим следующее. Эффективность данного метода в значительной мере будет зависеть от того, насколько адекватно оценено соответствие каждого частного показателя его желательности. Так как частные показатели качества обычно бывают неравнозначны по степени значимости, то каждому из них может быть дан вес в соответствии с их значимостью с позиций решения данной конкрет​ной задачи. В результате более важный частный показатель отразится большим влиянием на величину обобщенной желательности качества.
Приведем несколько примеров использования функции желательности.
Пример: Оптимизация рецептуры раствора
С целью оптимизации рецептуры проводились лабораторные исследования акрилхромлигносульфонатного бурового раствора, применяющегося при бурении скважин на Зюбинской площади объединения «Ставропольгазпром». Исследования проводились по схеме планированного эксперимента с использованием метода латинских квадратов.
Показатели свойств данного раствора для скв. 4 в интервале глубин 3000 -3700 м имели следующие значения: условная вязкость Y1 = 38 с, пластическая вязкость Y2 = 15 мПас, статическое напряжение сдвига через 1 мин Y3 = 12,0 дПа, через 10 мин Y4 = 14,0 дПа, динамическое напряжение сдвига Y2 = 48 дПа, фильтрация при прогреве Y6 = 18 см3/30 мин. Эти значения считались (до проведения экспериментов) рациональными для данной площади. Результаты экспериментальных исследований приведены в таблице 2.4.
Таблица 2.4 – Матрица зависимости свойств акрилхромлигносульфонатного бурового раствора от его состава и температуры
	Метас, %
	Окзил, %
	Хромпик, %
	Т, 0С
	УВ, с
	η, мПа
	θ1 , дПа
	θ10 , дПа
	τ0 , дПа
	Ф, см

	0,500
	0,00
	0,10
	20
	48
	46,2
	13,8
	16,5
	58,0
	7,50

	0,125
	5,00
	0,00
	20
	17
	36,8
	3,00
	15,0
	19,0
	10,6

	0,375
	1,25
	0,20
	20
	26
	38,0
	14,5
	15,0
	49,0
	6,25

	0,250
	3,75
	0,05
	20
	20
	45,6
	10,0
	10,0
	11,0
	7,50

	0,000
	2,50
	0,15
	20
	21
	36,8
	16,0
	60,0
	52,0
	17,5

	0,500
	1,25
	0,15
	65
	67
	64,4
	5,20
	5,20
	117
	10,0

	0,125
	3,75
	0,10
	65
	30
	29,7
	13,0
	15,6
	83,2
	18,0

	0,375
	2,50
	0,00
	65
	53
	39,1
	15,8
	17,8
	114
	14,0

	0,250
	0,00
	0,20
	65
	37
	15,2
	22,2
	38,8
	40,2
	10,0

	0,000
	5,00
	0,05
	65
	33
	10,4
	1,30
	2,60
	20,8
	30,0

	0,500
	2,50
	0,05
	110
	40
	15,7
	5,20
	13,0
	11,44
	16,0

	0,125
	0,00
	0,15
	110
	19
	8,7
	12,6
	15,2
	59,8
	38,0

	0,375
	5,00
	0,10
	110
	35
	15,4
	11,0
	19,2
	52,4
	18,0

	0,250
	1,25
	0,00
	110
	31
	9,9
	26,4
	41,6
	92,3
	24,0

	0,000
	3,75
	0,20
	110
	24
	6,4
	2,60
	7,80
	32,5
	42,7

	0,500
	3,75
	0,00
	155
	17
	8,7
	8,20
	28,6
	8,2
	17,6

	0,125
	2, 50
	0,20
	155
	18
	8,7
	5,20
	15,5
	31,2
	54,0

	0,375
	0,00
	0,05
	155
	34
	3,8
	5,20
	23,7
	37,7
	28,5

	0,250
	5,00
	0,15
	155
	22
	14,8
	7,80
	10,1
	31,2
	45,0

	0,000
	1,25
	0,10
	155
	24
	8,6
	13,5
	16,0
	18,0
	57,0

	0,500
	1,50
	0,20
	200
	71
	4,8
	8,00
	13,9
	15,6
	24,5

	0,125
	1,25
	0,05
	200
	18
	12,5
	17,3
	31,2
	45,5
	66,0

	0,375
	0,70
	0,15
	200
	70
	10,4
	10,3
	15,2
	15,2
	37,5

	0,250
	2,50
	0,10
	200
	54
	10,4
	18,2
	59,8
	78,0
	57,0

	0,000
	0,00
	0,00
	200
	150
	18,0
	13,0
	48,0
	138
	105


При проведении анализа было принято, что все параметры бурового раствора, за исключением водоотдачи, имеют двустороннее ограничение.
По вышеприведенным формулам (2.24)...(2.30) с учетом типа ограничений были вычислены последовательно значения безразмерных показателей, частных желательностей и обобщенной желательности комплекса показателей свойств. Было установлено, что наилучшее качество раствора (наибольшее значение обобщенной желательности, равное D = 0,8) имело место при УВ = 35 с; η = 15,4 мПас; θ1 = 11 дПа; θ10 = 19,2 дПа; η0 = 52,4 дПа; Ф = 18 см3/30 мин) при следующем рецептурном составе: содержание метаса - 0,375 %, окзила - 5 %, хромпика 0,1 % при температуре 110°.
Таблица 2.5 - Шкала желательности и преобразующие функции для показателей качества с двусторонним ограничением

	Показатель качества
	Обозначение
	Значения желательности показателей

	
	
	0,20
	0,37
	0,63
	0,80
	1,0
	0,80
	0,63
	0,37
	0,20

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	Условная вязкость, с
	Y1
	20
	30
	35
	38
	
	40
	
	54
	

	Пластическая вязкость, мПа с
	Y2
	8
	10
	13
	14
	
	15
	
	20
	

	Статическое напряжение сдвига через 1 мин, дПа
	Y3
	6
	8
	10
	12
	
	12
	
	16
	

	Статическое напряжение сдвига через 10 мин, дПа
	Y4
	8
	10
	12
	18
	
	20
	
	30
	

	Динамическое напряжение  сдвига, дПа
	Y5
	20
	30
	40
	48
	
	50
	
	60
	


Отклонение вышеприведенных значений показателей от полученных в ре​зультате решения составило в среднем 13,8 %, что существенно. Следовательно, можно утверждать, что применение функции желательности позволило су​щественно улучшить качество бурового раствора.
Для самостоятельного проведения анализа как расчетно - графического задания могут быть приняты шкалы желательностей, приведенные в виде        таблиц 2,5 и 2,6 соответственно для показателей с двусторонним и односторонним ограничением.

Таблица 2.6 - Шкала желательности и преобразующие функции для показателей качества с односторонним ограничением

	Показатель качества
	Обозначение
	Значения желательности показателей

	
	
	0,2
	0,37
	0,63
	0,8
	1

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	Показатель фильтрации
	Y6
	50
	36
	20
	15
	


Хотя для вычисления коэффициентов преобразующих функций достаточно иметь всего две или три пары данных «значение показателя - его желательность» (в зависимости от вида преобразующих функций), в таблицах дано значительно большее число пар (для большей свободы выбора вариантов).

Пример: Оптимизация  качества тампонажного раствора
В качестве другого примера рассмотрим оценку качества цементного раствора, содержащего различные добавки, как тампонирующего материала для цементирования скважин. В качестве добавок применялся сулькор, окзил, пекор и КССБ при водоцементном отношении 0,35. Количество каждой из добавок составляло 0,5% от веса сухого цемента.
В качестве показателей, характеризующих свойства тампонажного раствора – камня принимались:

· растекаемость цементного раствора R в см по конусу АзНИИ (показатель Y1);
· время начала схватывания цементного раствора   tн в минутах (показатель Y2);
· отношение времени начала  tн к концу  tк схватывания раствора  (tн/ tк = Y3);
· прочность цементного камня на изгиб через двое суток σ2 в МПа (Y4);
· отношение прочности на изгиб через двое суток   σ2 к прочности на изгиб через семь суток  σ7 (σ2/ σ7 =Y7);
· проницаемость цементного камня через двое суток k2 в мкм (Y6);
· отношение проницаемости цементного камня через семь суток k7 к проницаемости k2 через двое суток (k7/k2 = Y7);
В соответствии с вышеизложенной методикой прежде всего устанавливаем типы ограничений на все приведенные показатели качества раствора - камня, которые определяются технологией и качеством цементирования скважины и должны удовлетворять следующим требованиям:
· цементный раствор должен обладать достаточной прокачиваемостью, т.е. его закачивание и продавливание в скважину не должно требовать создания высо​ких давлений на насосах цементировочных агрегатов, что оценивается его растекаемостью;
· цементный раствор должен достаточное время пребывать в жидком состоянии, с тем чтобы успеть его закачать, продавить и расположить в расчетном интервале скважины, что оценивается временем начала схватывания раствора;
В сущности на этом заканчивается основная операция по цементированию скважины, далее остаются лишь заключительные работы.
Требования о достаточной прокачиваемости и необходимом времени начала схватывания цементного раствора диктуются не столько возможно​стями насосов цементировочных агрегатов - они могут развивать очень высокие давления, сколько из условия опасности гидравлического разрыва пластов вследствие повышения давления из-за отфильтровывания части воды из цементного раствора при прохождении им проницаемых пластов, имеющих к тому же повышенную температуру.
После доставки цементного раствора в расчетный интервал он должен по возможности быстрее схватиться и затвердеть, как можно меньше подвергаясь воздействию пластовых флюидов (жидкостей и газов), поскольку они всегда негативно влияют на качество цементного камня; этот показатель оценивается показателем - конец схватывания цементного раствора.
Сформировавшийся цементный камень должен иметь достаточно высокую прочность, чтобы противостоять различным статическим и динамическим нагрузкам, возникающим в различные периоды жизни скважины; этот показатель оценивается прочностью цементного камня на изгиб.
Важно, чтобы цементный камень по возможности быстрее набирал прочность, что оценивается через темп увеличения прочности во времени;
Сформировавшийся цементный камень должен обеспечивать высокую герметичности крепи, что оценивается по величине проницаемости камня.
Важно, чтобы цементный камень по возможности быстрее терял свою проницаемость, что оценивается через темп снижения проницаемости во времени. Судя по смыслу приведенных выше требований, следует, что первые два показателя - растекаемость и время начала схватывания – являются показателями с двусторонними, а остальные - с односторонними ограничениями.
На показатели «растекаемость, время начала схватывания и прочность на изгиб» установлены регламенты по ГОСТ 1581 – 96: растекаемость должна быть в пределах 18≤Y1≤24 см, время начала схватывания - 120≤Y2≤600 мин. Прочность двухсуточного цементного камня на изгиб должна быть Y4 ≥ 2,7 МПа.
На показатели, не оговоренные ГОСТом, принимаются ограничения в соответствии с мнением специалистов, т.е. методом экспертных оценок. Так, для отношения времен начала и конца схватывания раствора минимально допустимый предел можно принять Y3 = 0,5; для скорости набора прочности цементного камня Y5 = 0,5; для проницаемости цементного камня через двое суток Y6 =1,2•10-3 мкм; для темпа снижения проницаемости цементного камня  Y7  = 0,5.

Принятые ограничения позволяют установить удовлетворительную оценку желательности показателей.

Далее устанавливаем соответствие выбранным значениям показателей значения их желательностей.

В соответствии с вышеизложенным значениям показателем Y1 =18 и Y1 = 24 ставим в соответствие желательность d1 = 0,37. Кроме того, следует принять как минимум еще одно значение этого показателя для вычисления показателя степени n преобразующей функции Y' по (2.29).

Согласно результатам экспертной оценки, значения Y1=20 и Y1=22 будут иметь приблизительно одинаковую желательность, равную d1=0,80.

Аналогично, значениям показателя Y2=120 и Y2=600 ставим в соответствие желательность d2=0,37. Желательности d2=0,80 приблизительно будут соответствовать значения Y2 =280 и Y2 = 440.

Значению показателя Y3 =0,6 ставим в соответствие желательность d3=0,37. Уровень улучшения показателя из разряда "хорошо" в "очень хорошо" принимаем d=0,80, чему ставим в соответствие значение показателя Y3=0,8 .

Для значения Y3<0,5 принимаем d3=0,20, что соответствует градации "очень плохо" и означает неприемлемость данного показателя.

Значению показателя Y4 =2,7 ставим в соответствие желательность d1=0,37. Для перевода показателя из разряда "хорошо" в "очень хорошо" принимаем значение показателя Y4=3,5 , чему ставим в соответствие желательность d=0,8. Для Y4 < 2 принимаем желательность d=0,20 , что соответствует градации "очень плохо".

Для показателя Y5=0,5 принимаем d1=0,37. Для улучшения показателя в разряд "очень хорошо" принимаем желательность d=0,80, чему ставим в соответствие значение показателя Y5=0,6.

Для значений Y5 <0,4 ставим в соответствие желательность d = 0,20, что соответствует неприемлемой градации данного показателя.

Значению показателя Y6=1.2•10-3 ставим в соответствие желательность d1= 0,37. Для перевода показателя в разряд "очень хорошо" принимаем d=0,80 , чему ставим в соответствие значение показателя Y6 =0.2 • 10-3.

Для Y6>2•10-3 принимаем d =0,20 , что означает неприемлемость этого показателя. Значению Y7= 0,5 ставим в соответствие желательность d1=0,37. Для перевода показателя в разряд "очень хорошо" принимаем d=0,80, что будет соответствовать значению показателя Y7=0,3.

Для значений Y7 > 0,6 принимаем d = 0,20, что соответствует градации "очень плохо" и неприемлемости данного показателя.

В соответствии с принятыми значениями показателей и их желательностями строим шкалы желательности.

Шкала желательности для показателей с двусторонним ограничением приведена в таблице 2.7.

При необходимости в таблицу 2.7 могут быть внесены значения показателей, которым соответствует желательность, равная d=0,20 , для чего предусмотрены графы 3 и 11.

Далее подбираем полиномы для преобразующих функций Y'=f(Y).
Таблица 2.7 - Шкала желательности для показателей качества с                                                                    двусторонним ограничением

	Показатель качества цементного раствора
	Обозна-чение
	Значения желательности показателей

	
	
	0,20
	0,37
	0,63
	0,80
	1,0
	0,80
	0,63
	0,37
	0,20

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	Растекаемость R,см
	Y1
	
	18
	
	20
	
	22
	
	24
	

	Время начала схватывания tн,мин
	Y2
	
	120
	
	280
	
	440
	
	600
	


Применение вышеизложенной процедуры проиллюстрируем для двух показателей, имеющих разные типы ограничений, причем рассмотрение начнем с показателя с односторонним ограничением Y4 (прочности цементного камня на изгиб).

Шкала желательности для показателей с односторонним ограничением приведена в таблице 2.8.

Таблица 2.8 - Шкала желательности для показателей качества с                                                                      односторонним ограничением

	Показатель качества цементного раствора и камня
	Обозна-чение
	Значения желательности показателей

	
	
	0,2
	0,37
	0,63
	0,8
	1,0

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	tн.схв/tк.схв
	Y3
	0,5
	0,6
	
	0,8
	

	σ2, МПа
	Y4
	2,3
	2,7
	
	3,5
	

	σ2/ σ7
	Y5
	0,4
	0,5
	
	0,7
	

	k2·10-3, мкм
	Y6
	2
	1,2
	
	0,2
	

	k7/ k2
	Y7
	0,6
	0,5
	
	0,3
	


Решая уравнение (2.24) относительно Y' (или по графику на рисунке 2,9 , что менее точно), устанавливаем, что желательностями d=0,20; 0,37 и 0.80 соответствуют безразмерные показатели Y', равные -0,5 ,  0,0 и 1,5.

Для показателя с односторонним ограничением принимаем полином вида (2.26) и составляем систему уравнений
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                                                                (2.31)

Тогда для показателя Y4 в соответствии с найденными значениями безразмерных показателей Y' получим
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                                                                (2.32)

Решая систему (2.32), получаем

a0=2,250, a1=-2,9226,  a2=0,7738.

Тогда уравнение приобретает вид

Y'4=2,250 -2,9226 Y4+0,7738Y42.                                                            (2.33)

Аналогично получаем полиномы и для других показателей с односторонним ограничением, которые приведены в таблице 2.9.

Таблица 2.9 - Результаты определения преобразующих функций для показателей качества с односторонним ограничением

	Показатель качества

цементного раствора

и камня
	Обозначение
	Преобразующая функция

	tн.схв/tк.схв
	Y3
	Y'3=0,500-4,166 Y3+8,333 Y32

	σ2, МПа
	Y4
	Y'4=2,250-2,9226 Y4+0,7738 Y32

	σ2/ σ7
	Y5
	Y'2=7,500-40,00Y2+50,00Y22

	k2, мкм2
	Y6
	Y'6=1,9167-2,181•103 Y6+4.8611•105 Y52

	k7/ k2
	Y7
	Y'7=5,000-14,166 Y7+8.333 Y72


Для показателей с двусторонним ограничением, например, для растекаемости, преобразующая функция запишется в виде

Y1'=[image: image167.png]2, —(24+18) 2V, 42
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По какому-либо текущему значению Y по формуле (2.28) вычисляем значение преобразующей функции Y', а по соответствующей ему желательности по (2.29) определяем показатель степени n. Пусть, например, Y1=20, чему соответствует d=0.80. Тогда преобразующая функция примет значение

[image: image168.png]



а показатель степени будет равен

n=[image: image170.png]Inin0.80"

= 1,3653





Совершенно очевидно, что тот же результат получим, принимая, например, Y1=22, чему соответствует та же желательность d=0.80.

Аналогично вычисляются преобразующие функции для других показателей качества с двусторонним ограничением, которые приведены в таблице 2.10.

Таблица 2.10 - Результаты определения преобразующих функций для показателей качества с двусторонним ограничением

	Показателей качества цементного раствора
	Обозначение
	Преобразующая функция
	Показатель степени

	Растекаемость R, см
	Y1
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	n=1,3653

	Время начала схватывания tн,мин
	Y2
	[image: image172.png]m—l.S




	n=1,3653


Выборочные результаты лабораторных исследований показателей качества тампонажного раствора - камня. обработанного различными реагентами, приведены в таблице 2.11. В этой же таблице приведены также вычисленные значения частных желательностей d и окончательно - обобщенной желательности D. Так, для добавки пекор имеем прочность камня через двое суток Y4=3.56МПа, которой соответствует безразмерная функция

[image: image173.png]Yy = 2,250 — 2,9226Y, + 0,7738Y; = 2,250 —2,9226 - 3,56 + 0,7738 - 3,56° = 1,6524




и желательность, равная

d1=exp[-exp(-1,6524)]=0,83.

Обобщенную желательность вычисляем по формуле (2.30)

D4=[image: image175.png];/0,56-0,94-0,78-0,83-0,30-0,84- 0,21 =





Из таблицы 2.11 следует, что наиболее эффективной добавкой является КССБ, для которой D=0,69.

Таблица 2.11 - Значение показателей цементного раствора и камня, полученные в экспериментах

	В:Ц
	Добавка
	% к массе цемента
	Растекаемость, см
	Сроки схватыв. цемент. раствора, мин
	Прочность на изгиб цемент. камня,

МПа
	Проницае-

мость,

10-3мкм2
	В числителе - фактические значения показателей цементного раствора и камня, в знаменателе - их желательности

	
	
	
	R
	tн
	tк
	σ2
	σ7
	k2
	k7
	[image: image176.png]



	[image: image177.png]



	[image: image178.png]



	[image: image179.png]



	[image: image180.png]



	[image: image181.png]



	[image: image182.png]



	D

	0,35
	-
	-
	14,2
	325
	410
	6,66
	9,31
	0,240
	0,154
	
	
	
	
	
	
	
	

	0,35
	Суль-

кор
	0,5
	18,0
	508
	593
	5,46
	8,25
	0,159
	0,078
	
	
	
	
	
	
	
	

	0,35
	Окзил
	0,5
	20,0
	830
	908
	4,32
	7,58
	0,200
	0,049
	
	
	
	
	
	
	
	

	0,35
	Пекор
	0,5
	19,0
	388
	494
	3,56
	7,35
	0,081
	0,048
	
	
	
	
	
	
	
	

	0,35
	КССБ
	0,5
	20,0
	457
	840
	3,89
	6,37
	0,178
	0,044
	
	
	
	
	
	
	
	


Таким образом, применение функции желательности позволило определить наиболее эффективный химический реагент КССЮ для оптимизации качества системы "тампонажный раствор - камень", характеризующейся семью показателями качества.
Задание 1. Разработка математической модели по экспериментальным данным.

Найти математическую модель по результатам полнофакторного эксперимента и произвести ее статистический анализ.

В качестве матрицы планирования принять следующую:

	n
	Факторы

	
	x0n
	x1n
	x2n
	x3n

	1
	+
	-
	-
	-

	2
	+
	-
	+
	+

	3
	+
	+
	-
	-

	4
	+
	+
	+
	+

	5
	+
	-
	+
	-

	6
	+
	+
	-
	+

	7
	+
	+
	+
	-

	8
	+
	-
	-
	+


 Результаты эксперимента представлены в таблице

Указания к выполнению работы

Первоначально принять линейную модель, вычислить ее коэффициенты и произвести статистический анализ модели.

В случае неадекватности линейной модели задаться нелинейной моделью с учетом всех возможных взаимодействий, вычислить коэффициенты при взаимодействиях и провести статистический анализ нелинейной модели.

По результатам анализа сделать заключение.

Таблица – Исходные данные факторного эксперимента

	n
	Значение выходного параметра
	Значение выходного параметра
	Значение выходного параметра
	Значение выходного параметра
	Значение выходного параметра
	Значение выходного параметра
	Значение выходного параметра
	Значение выходного параметра
	Значение выходного параметра
	Значение выходного параметра

	
	Yn1
	Yn2
	Yn3
	Yn1
	Yn2
	Yn3
	Yn1
	Yn2
	Yn3
	Yn1
	Yn2
	Yn3
	Yn1
	Yn2
	Yn3
	Yn1
	Yn2
	Yn3
	Yn1
	Yn2
	Yn3
	Yn1
	Yn2
	Yn3
	Yn1
	Yn2
	Yn3
	Yn1
	Yn2
	Yn3

	
	Вариант 1
	Вариант 2
	Вариант 3
	Вариант 4
	Вариант 5
	Вариант 6
	Вариант 7
	Вариант 8
	Вариант 9
	Вариант 10

	1
	7,1
	5,8
	7,0
	7,3
	6,0
	7,2
	7,5
	6,2
	7,2
	7,7
	6,4
	7,4
	9,0
	7,3
	8,9
	9,3
	7,6
	9,2
	9,6
	7,9
	9,5
	9,9
	8,3
	9.9
	9,4
	7,6
	9,3
	9,6
	7,8
	9,5

	2
	14,6
	15,2
	15,8
	14,8
	15,4
	16,0
	15,0
	15,6
	16,2
	15,2
	15,8
	16,4
	18,5
	19,2
	19,9
	18,8
	19,5
	20,2
	19,1
	19,8
	20,5
	19,5
	20,2
	20,9
	19,3
	20,0
	20,8
	19,5
	20,2
	21,0

	3
	18,2
	18,6
	17,3
	18,4
	18,8
	17,5
	18,6
	19,0
	17,7
	18,8
	19,2
	17,9
	23,0
	23,5
	21,8
	23,3
	23,8
	22,1
	23,6
	24,1
	22,4
	23,9
	24,5
	22,8
	24,0
	24,5
	22,8
	24,2
	24,7
	23,1

	4
	35,2
	36,4
	34,5
	35,4
	36,6
	34,7
	35,6
	36,8
	34,9
	35,8
	37,0
	35,1
	44,4
	46,0
	43,6
	44,7
	46,3
	43,9
	45,0
	46,6
	44,2
	41,4
	47,0
	44,6
	46,3
	47,9
	45,4
	46,5
	48,1
	45,6

	5
	13,8
	15,1
	13,9
	14,0
	15,3
	14,1
	14,2
	15,5
	14,3
	14,4
	15,7
	14,5
	17,4
	19,1
	17,5
	17,7
	19,4
	17,8
	18,0
	19,7
	18,1
	18,4
	20,1
	18,5
	18,1
	19,9
	18,3
	18,3
	20,2
	18,5

	6
	28,5
	30,0
	28,1
	28,7
	30,2
	28,3
	28,9
	30,4
	28,5
	29,1
	30,6
	28,7
	36,0
	37,9
	35,5
	36,3
	38,2
	35,8
	36,6
	38,5
	36,2
	37,0
	38,9
	36,5
	37,5
	39,5
	37,0
	37,7
	39,7
	37,2

	7
	22,4
	23,3
	24,4
	22,6
	23,5
	24,6
	22,8
	23,7
	24,8
	23,0
	23,9
	25,0
	28,3
	29,4
	30,8
	28,6
	29,7
	31,1
	28,9
	30,0
	31,4
	29,3
	30,4
	31,8
	29,5
	30,6
	32,1
	29,7
	30,8
	32,3

	8
	6,7
	8,1
	6,9
	6,9
	8,3
	7,1
	7,1
	8,5
	7,3
	7,3
	8,7
	7,5
	8,4
	10,2
	8,8
	8,7
	10,5
	9,1
	9,0
	10,8
	9,5
	9,4
	11,2
	9,8
	8,8
	10,6
	9,1
	9,0
	10,8
	9,3

	
	Вариант 11
	Вариант 12
	Вариант 13
	Вариант 14
	Вариант 15
	Вариант 16
	Вариант 17
	Вариант 18
	Вариант 19
	Вариант 20

	1
	9,8
	7,8
	9,5
	10,1
	8,2
	10,0
	10,4
	8,5
	10,0
	10,7
	8,8
	10,6
	10,5
	8,5
	10,4
	10,7
	8,7
	10,6
	10,8
	8,8
	10,7
	5,3
	4,3
	5,2
	5,5
	4,3
	5,4
	5,6
	4,9
	5,8

	2
	19,7
	20,2
	21,8
	20,8
	21,6
	22,4
	21,1
	21,9
	22,7
	21,4
	22,2
	22,4
	21,6
	22,4
	23,2
	21,8
	22,6
	23,4
	21,9
	22,7
	23,5
	10,8
	11,2
	11,6
	11,0
	11,4
	11,8
	11,1
	11,8
	13,2

	3
	24,4
	24,7
	23,0
	25,9
	26,5
	24,6
	26,2
	26,8
	24,9
	26,5
	27,1
	25,2
	26,9
	27,4
	25,5
	27,0
	27,7
	25,7
	27,2
	27,7
	25,8
	13,4
	13,7
	12,7
	13,6
	13,9
	12,9
	14,0
	14,3
	13,3

	4
	46.7
	48,2
	45,6
	50,0
	51,7
	49,0
	50,3
	52,0
	49,3
	50,6
	52,3
	49,6
	51,8
	53,6
	50,8
	52,1
	53,9
	51,0
	52,1
	53,9
	51,1
	25,9
	26,8
	25,4
	26,1
	27,1
	25,6
	26,5
	28,4
	26,0

	5
	18,5
	21,1
	18,5
	19,6
	21,5
	19,7
	19,9
	21,8
	20,0
	20,2
	22,1
	20,3
	20,3
	22,3
	20,4
	20,5
	22,5
	20,6
	20,6
	22,6
	20,7
	10,2
	11,1
	10,2
	10,4
	11,3
	10,8
	10,8
	11,7
	10,8

	6
	37,7
	39,7
	37,2
	40,5
	42,7
	40,0
	40,8
	43,0
	40,3
	41,1
	43,3
	40,6
	42,0
	44,2
	41,4
	42,2
	44,4
	41,6
	42,6
	44,5
	41,8
	21,0
	22,1
	20,7
	21,2
	22,4
	20,9
	21,6
	22,8
	20,9

	7
	29,6
	30,8
	32,3
	31,9
	33,1
	34,7
	32,2
	33,4
	35,1
	32,5
	33,7
	35,3
	33,0
	43,3
	36,0
	33,3
	33,5
	36,2
	33,7
	43,6
	36,3
	16,5
	17,2
	18,0
	16,7
	17,5
	18,2
	17,1
	17,7
	18,2

	8
	9,0
	10,9
	9,4
	9,5
	11,5
	9,9
	9,8
	11,8
	10,2
	10,1
	12,2
	10,5
	9,8
	11,9
	10,2
	10,1
	12,1
	10,4
	10,1
	12,2
	10,5
	4,9
	6,0
	5,1
	5,1
	6,2
	5,3
	5,5
	6,6
	5,3

	
	Вариант 21
	Вариант 22
	Вариант 23
	Вариант 24
	Вариант 25
	Вариант 26
	Вариант 27
	Вариант 28
	Вариант 29
	Вариант 30

	1
	5,6
	4,9
	5,8
	5,0
	4,1
	4,9
	5,2
	3,9
	4,7
	4,7
	3,7
	4,6
	5,0
	4,2
	4,9
	5,2
	4,4
	5,1
	4,5
	4,7
	5,4
	6,6
	5,3
	6,5
	6,8
	5,5
	6,7
	7,0
	5,7
	6,5

	2
	11,1
	11,8
	13,2
	10,1
	10,4
	10,8
	10,3
	10,6
	11,0
	9,4
	10,0
	10.2
	9,7
	10,1
	10,5
	9,9
	10.3
	10,7
	10,2
	10,6
	11,0
	13,5
	14,0
	14,5
	13,7
	14,2
	14,8
	13,9
	14,5
	14,9

	3
	14,0
	14,3
	13,3
	12,5
	12,7
	11,9
	12,7
	12,9
	12,0
	11,7
	12,1
	11,1
	12,0
	12,3
	11,4
	12,2
	12,5
	11.6
	12,5
	12,8
	11,9
	16,8
	17,2
	15,9
	17,0
	17,4
	16,1
	17,4
	17,6
	16,3

	4
	26,5
	28,4
	26,0
	23,9
	24,8
	23,4
	24,1
	24,9
	23,6
	22,4
	23,2
	22,0
	22,7
	23,5
	22,3
	22,9
	23,7
	22,5
	23,2
	24,0
	22,8
	32,4
	33,5
	31,8
	32,6
	33,7
	32,0
	32,8
	33,9
	32,2

	5
	10,8
	11,7
	10,8
	9,5
	10,4
	9,5
	9,7
	10,6
	9,7
	8,9
	9,7
	8,9
	9,2
	10,0
	9,2
	9,4
	10,2
	9,4
	9,7
	10,5
	9,7
	12,7
	13,9
	12,8
	12,9
	14,1
	13,1
	13,1
	14,3
	13,3

	6
	21,6
	22,8
	21,3
	19.4
	20,5
	19,1
	19,6
	20,7
	19,3
	18,2
	19,2
	18,0
	18,5
	19,5
	18,3
	18,7
	19,7
	18,5
	19,0
	20,0
	18,8
	26,2
	27,7
	25,9
	26,4
	27,9
	26,0
	26,5
	28,2
	26,4

	7
	17,1
	17,7
	18,6
	15,3
	15,9
	16,6
	15,5
	16,1
	16,8
	14,4
	14,9
	15,6
	14,7
	15,2
	15,9
	14,9
	15,4
	16,1
	15,2
	15,7
	16,4
	20.7
	21,4
	22,5
	20,9
	21,6
	22,7
	21,0
	21,8
	22,9

	8
	5,5
	6,6
	5,7
	4,7
	5,6
	4,9
	4,9
	5,8
	5,1
	4,5
	5,3
	4,7
	4,6
	5,6
	4,8
	4,9
	5,8
	5,1
	5,2
	6,1
	5,4
	6,1
	7,4
	6,4
	6,3
	7,6
	6,2
	6,5
	7,7
	6,8

	
	Вариант 31
	Вариант 32
	Вариант 33
	Вариант 34
	Вариант 35
	Вариант 36
	Вариант 37
	Вариант 38
	Вариант 39
	Вариант 40

	1
	5,6
	5,9
	5,6
	5,0
	4,1
	4,9
	5,2
	3,9
	4,7
	4,7
	3,7
	4,6
	5,0
	4,2
	4,9
	5,2
	4,4
	5,1
	4,5
	4,7
	5,4
	6,6
	5,3
	6,5
	6,8
	5,5
	6,7
	7,0
	5,7
	6,5

	2
	12,1
	11,8
	13,2
	10,1
	10,4
	10,8
	10,3
	10,6
	11,0
	9,4
	11,0
	10.2
	10,7
	10,1
	10,5
	9,9
	10.3
	10,7
	10,2
	10,6
	11,0
	13,5
	14,0
	14,5
	13,7
	14,2
	14,8
	13,9
	14,5
	14,0

	3
	13,0
	14,3
	13,3
	12,5
	12,7
	11,9
	12,7
	11,9
	12,0
	11,7
	12,1
	11,1
	12,0
	12,3
	11,4
	12,2
	12,5
	11.6
	12,5
	12,8
	11,9
	16,8
	16,2
	15,9
	17,0
	17,4
	17,1
	17,4
	17,6
	16,3

	4
	26,5
	28,4
	26,0
	23,9
	24,8
	23,4
	24,1
	24,9
	23,6
	22,4
	23,2
	22,0
	22,7
	23,5
	22,3
	22,4
	23,7
	22,5
	23,2
	24,0
	22,8
	32,4
	33,5
	31,8
	32,6
	33,7
	32,0
	32,8
	33,9
	32,2

	5
	10,8
	11,7
	10,8
	9,5
	10,4
	10,5
	9,7
	10,6
	9,7
	9,9
	9,7
	8,9
	9,2
	10,0
	9,2
	9,4
	10,2
	9,4
	10,7
	10,5
	9,7
	12,7
	13,9
	12,8
	12,9
	14,1
	13,1
	13,1
	14,3
	13,3

	6
	21,6
	22,8
	21,3
	19.4
	20,5
	19,1
	19,6
	20,7
	20,3
	18,2
	19,2
	18,0
	19,5
	19,5
	18,3
	19,7
	19,7
	18,5
	19,0
	20,0
	18,8
	26,2
	26,7
	25,9
	26,4
	27,9
	26,0
	26,5
	28,2
	27,4

	7
	17,1
	18,7
	18,6
	15,3
	15,9
	16,6
	15,5
	16,1
	16,8
	14,4
	13,9
	15,6
	14,7
	15,2
	15,9
	14,9
	15,4
	16,1
	15,2
	15,7
	16,4
	20.7
	21,4
	22,5
	21,9
	21,6
	22,7
	21,0
	21,8
	22,9

	8
	5,5
	6,6
	5,7
	4,7
	4,6
	4,9
	4,9
	4,8
	5,1
	5,5
	5,3
	4,7
	4,6
	5,6
	4,8
	4,9
	5,8
	5,1
	5,2
	6,1
	5,4
	6,1
	7,4
	6,4
	6,3
	7,6
	6,5
	6,5
	7,7
	7,8

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Задание 2. Подбор исходных данных для полного факторного эксперимента.

Исходя из темы магистерской диссертации выполнить литературный обзор используя сайты библиотек университетов и научных обществ, а также патентных организаций, например: www.1fips.ru . С учетом найденной информации произвести выбор факторов, которые могут исходными для эксперимента магистранта. 
Пример оформления:

Тема работы: Фиброасфальтобетон для восстановления дорожных одежд.
Литературный обзор показал, что наиболее близкой к исследуемой теме являются результаты, описанные в патенте RU 2564707 «Литой армированный фиброасфальтобетон». Изобретение относится к дорожному покрытию, а именно к покрытиям из щебня с применением вяжущих материалов, и может быть использовано для однослойного покрытия проезжей части мостовых сооружений. Технический результат - усиление устойчивости покрытия к температурным перепадам и механическим нагрузкам. Литой армированный фиброасфальтобетон, полученный из смеси, содержащей щебень, отсев щебня 0-5 мм, минеральный порошок, битум и армирующую добавку, содержит щебень кубовидный фракции 5-20 мм, в качестве армирующей добавки фибру металлическую в виде мелких удлиненных металлических элементов и дополнительно резиновую крошку при следующем соотношении, масс. %: отсев 10-20, щебень 30-50, минеральный порошок 20-35, битум 8-12, резиновая крошка 2,5-6, фибра 1,5-2. 
Формируем план эксперимента:

В качестве основного материала берем холодный асфальт, производства ОАО «Башкиравтодор». В качестве армирующей добавки рассмотрим следующие виды фибр: литая нержавеющая, металлическая проволочная, пластиковая. В качестве добавки улучшающей сцепление фибр с асфальтом, и повышающей долговечность материала используем резиновую крошку двух фракций: до 0,1 мм и 0,1-1 мм, максимальная суммарная концентрация не более 8%. 

Таблица – Факторы эксперимента

	Фактор
	Основной уровень (0)
	Нижний предел
	Верхний предел
	Интервал варьирования

	Фибра (z1)
	1,25
	0,50
	2,00
	0,75

	Крошка 

до 0,1 мм (z2)
	2,50
	1,00
	4,00
	1,50

	Крошка 

0,1-1,0мм (z3)
	3,00
	2,00
	4,00
	1,00


Матрица планирования:
	№ экспери-мента
	Кодированные факторы
	Натуральные значения
	Результаты опытов
 (среднее из трех значений)

	
	х1
	х2,
	х3
	z1
	z2,
	z3
	

	1
	+
	+
	+
	2,0
	4,0
	4,0
	

	2
	-
	+
	+
	0,5
	4,0
	4,0
	

	3
	+
	-
	+
	2,0
	1,0
	4,0
	

	4
	-
	-
	+
	0,5
	1,0
	4,0
	

	5
	+
	+
	-
	2,0
	4,0
	2,0
	

	6
	-
	+
	-
	0,5
	4,0
	2,0
	

	7
	+
	-
	-
	2,0
	1,0
	2,0
	

	8
	-
	-
	-
	0,5
	1,0
	2,0
	


В результате ожидаем улучшение показателей по прочности образцов на сжатие, изгиб, а также показателей на водонепроницаемость и морозостойкость. 

Задание №3. Оптимизация состава раствора с использованием обобщенного показателя качества

Рассчитать обобщенный показатель качества используя шкалу желательности, представленную в таблице 

	Показатель
	Желательность
	Функция

	
	0,37
	0,63
	0,80
	1,00
	0,80
	0,63
	0,37
	

	Предел прочности на изгиб через 2 суток  Y1, МПа
	2,70
	-
	3,5
	-
	-
	-
	-
	

	Относительная прочность Y2=σ2/σ7
	0,45
	-
	0,60
	-
	-
	-
	-
	

	Растекаемость Y3, см
	18
	-
	20
	-
	22
	-
	24
	

	Время начала схватывания Y4, мин
	120
	-
	280
	-
	440
	-
	600
	


	Результаты экспериментов

	Вариант
	1
	2
	3
	4
	5

	Номер опыта
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4

	1
	3,10
	0,392
	22,5
	190
	3,00
	0,390
	19,0
	220
	3,00
	0,380
	23,0
	420
	4,00
	0,360
	23,0
	420
	4,00
	0,360
	20,0
	420

	2
	4,50
	0,305
	25,0
	210
	5,00
	0,306
	18,5
	212
	4,00
	0,306
	18,5
	212
	4,30
	0,306
	18,5
	212
	4,30
	0,306
	18,5
	242

	3
	5,55
	0,486
	23,0
	250
	5,44
	0,504
	21,5
	289
	5,44
	0,504
	21,5
	279
	5,44
	0,534
	21,5
	279
	7,44
	0,434
	21,5
	279

	4
	2,65
	0,856
	24,0
	700
	3,00
	0,600
	22,0
	743
	3,00
	0,400
	22,0
	743
	5,00
	0,430
	22,0
	743
	5,40
	0,430
	22,0
	743

	5
	4,90
	0,327
	25,0
	650
	4,50
	0,340
	27,0
	650
	3,50
	0,340
	25,0
	630
	3,50
	0,540
	25,0
	630
	3,50
	0,640
	24,0
	630

	6
	4,00
	0,550
	18,0
	400
	4,00
	0,542
	24,0
	320
	4,00
	0,552
	24,0
	320
	4,60
	0,552
	24,0
	320
	8,60
	0,552
	22,0
	328

	7
	6,80
	0,735
	20,0
	200
	6,50
	0,700
	22,5
	350
	6,30
	0,700
	23,5
	370
	5,30
	0,500
	23,5
	370
	5,50
	0,500
	23,5
	370

	8
	4,80
	0,540
	21,0
	240
	4,90
	0,520
	23,0
	300
	4,90
	0,720
	23,0
	400
	4,90
	0,620
	23,0
	400
	4,90
	0,380
	22,0
	450

	9
	5,90
	0,660
	21,5
	380
	5,40
	0,620
	22,0
	345
	6,40
	0,620
	20,0
	345
	6,20
	0,420
	20,0
	345
	8,20
	0,420
	21,0
	385

	10
	4,77
	0,550
	22,0
	250
	4,80
	0,535
	21,5
	420
	4,60
	0,235
	21,5
	320
	5,60
	0,235
	21,5
	320
	5,60
	0,435
	21,5
	360

	Результаты экспериментов

	Вариант
	6
	7
	8
	9
	10

	Номер опыта
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4

	1
	5,00
	0,390
	23,0
	220
	3,10
	0,280
	19,0
	390
	5,00
	0,380
	22,5
	400
	3,90
	0,490
	18,0
	250
	3,00
	0,490
	20,0
	270

	2
	4,00
	0,306
	18,5
	212
	4,50
	0,306
	18,5
	210
	4,50
	0,306
	23,0
	212
	5,00
	0,356
	18,5
	262
	5,40
	0,306
	18,5
	262

	3
	5,44
	0,504
	21,5
	289
	5,55
	0,504
	21,5
	250
	5,24
	0,504
	22,0
	259
	5,44
	0,504
	22,5
	269
	5,44
	0,504
	21,5
	289

	4
	3,00
	0,600
	22,0
	743
	2,65
	0,500
	22,0
	700
	3,00
	0,400
	22,0
	743
	3,87
	0,650
	23,0
	743
	3,80
	0,600
	22,0
	743

	5
	4,50
	0,340
	23,0
	600
	3,90
	0,340
	27,0
	450
	3,50
	0,440
	25,0
	634
	4,50
	0,348
	27,0
	650
	4,50
	0,340
	25,0
	450

	6
	8,00
	0,542
	24,0
	320
	4,00
	0,552
	24,0
	400
	3,00
	0,552
	17,0
	320
	4,20
	0,242
	25,0
	340
	4,00
	0,542
	24,0
	320

	7
	6,50
	0,700
	23,5
	340
	6,80
	0,700
	22,5
	270
	6,30
	0,800
	20,0
	272
	6,50
	0,500
	22,5
	350
	6,70
	0,650
	24,5
	360

	8
	7,90
	0,520
	23,0
	320
	5,80
	0,620
	23,0
	240
	5,90
	0,420
	21,0
	450
	4,90
	0,520
	24,0
	323
	4,90
	0,525
	23,0
	320

	9
	5,60
	0,620
	20,0
	345
	5,90
	0,425
	22,0
	360
	6,00
	0,620
	21,0
	345
	5,20
	0,630
	22,0
	345
	5,46
	0,620
	22,0
	345

	10
	7,80
	0,535
	21,5
	420
	5,77
	0,235
	21,5
	450
	4,80
	0,435
	22,0
	320
	4,90
	0,535
	22,5
	420
	4,80
	0,425
	22,5
	424


	Результаты экспериментов

	Вариант
	11
	12
	13
	14
	15

	Номер опыта
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4

	1
	4,00
	0,490
	19,0
	420
	5,50
	0,390
	26,0
	520
	4,50
	0,380
	22,5
	434
	3,80
	0,280
	19,0
	390
	4,00
	0,360
	21,5
	468

	2
	5,20
	0,306
	28,5
	212
	4,55
	0,306
	18,5
	212
	8,50
	0,386
	23,0
	212
	4,50
	0,380
	20,5
	348
	6,30
	0,6306
	18,5
	312

	3
	3,44
	0,504
	21,5
	289
	5,44
	0,504
	21,5
	689
	5,24
	0,504
	22,0
	259
	5,55
	0,504
	21,5
	250
	7,44
	0,534
	21,5
	479

	4
	3,00
	0,600
	22,0
	743
	3,00
	0,630
	22,0
	743
	3,00
	0,444
	24,0
	743
	2,65
	0,500
	22,0
	700
	5,00
	0,430
	23,0
	743

	5
	4,50
	0,390
	28,0
	650
	4,50
	0,340
	23,0
	600
	3,50
	0,440
	25,0
	634
	3,90
	0,340
	27,0
	650
	3,50
	0,640
	25,0
	630

	6
	4,90
	0,542
	24,0
	320
	8,50
	0,542
	25,0
	320
	3,43
	0,552
	27,0
	320
	7,55
	0,552
	22,0
	400
	6,60
	0,552
	24,0
	420

	7
	6,56
	0,630
	21,5
	357
	6,50
	0,700
	23,5
	340
	6,30
	0,666
	20,0
	288
	6,80
	0,666
	22,5
	270
	5,30
	0,800
	24,5
	370

	8
	4,90
	0,420
	23,0
	360
	5,90
	0,420
	23,0
	800
	3,90
	0,420
	21,0
	450
	5,80
	0,620
	23,0
	440
	4,90
	0,620
	23,0
	470

	9
	5,80
	0,520
	22,0
	365
	5,60
	0,620
	21,0
	345
	6,00
	0,820
	26,0
	345
	5,70
	0,456
	27,0
	368
	4,20
	0,420
	18,0
	445

	10
	4,80
	0,535
	23,5
	460
	5,80
	0,585
	29,5
	420
	4,80
	0,435
	24,0
	333
	5,77
	0,235
	21,5
	450
	5,60
	0,435
	21,5
	380

	Результаты экспериментов

	Вариант
	16
	17
	18
	19
	20

	Номер опыта
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4

	1
	4,50
	0,490
	22,0
	520
	5,80
	0,380
	29,0
	390
	6,90
	0,590
	28,0
	350
	6,00
	0,460
	20,0
	420
	7,00
	0,590
	29,0
	320

	2
	4,55
	0,306
	23,5
	212
	4,50
	0,480
	20,5
	748
	5,00
	0,356
	18,5
	462
	5,30
	0,306
	28,5
	242
	5,20
	0,306
	28,5
	212

	3
	5,80
	0,504
	21,5
	689
	5,55
	0,504
	21,5
	250
	5,44
	0,704
	22,5
	269
	7,44
	0,434
	21,5
	579
	3,44
	0,564
	21,5
	489

	4
	3,00
	0,630
	22,0
	743
	2,65
	0,577
	22,0
	700
	5,87
	0,650
	21,0
	743
	5,40
	0,500
	22,0
	743
	5,00
	0,550
	22,0
	743

	5
	4,50
	0,540
	23,0
	600
	3,90
	0,340
	26,0
	650
	4,50
	0,348
	27,0
	650
	3,89
	0,640
	24,0
	530
	5,50
	0,390
	18,0
	650

	6
	10,50
	0,542
	25,0
	320
	7,55
	0,552
	22,0
	456
	6,20
	0,842
	25,0
	376
	8,60
	0,552
	23,0
	328
	4,90
	0,570
	24,0
	520

	7
	6,50
	0,760
	24,5
	340
	6,80
	0,689
	22,5
	289
	3,50
	0,500
	12,5
	350
	5,34
	0,670
	13,5
	370
	4,56
	0,430
	21,5
	357

	8
	7,90
	0,320
	23,0
	650
	7,80
	0,620
	25,0
	440
	4,90
	0,520
	24,0
	378
	4,90
	0,380
	22,0
	350
	4,90
	0,420
	24,0
	460

	9
	5,60
	0,520
	22,0
	345
	5,70
	0,556
	23,0
	468
	6,20
	0,730
	27,0
	345
	6,20
	0,420
	24,0
	385
	7,80
	0,520
	21,0
	465

	10
	6,80
	0,585
	21,5
	420
	6,77
	0,435
	21,5
	550
	4,90
	0,535
	28,5
	220
	5,60
	0,555
	21,5
	460
	4,80
	0,535
	23,5
	660


	Результаты экспериментов

	Вариант
	21
	22
	23
	24
	25

	Номер опыта
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4

	1
	3,50
	0,490
	22,0
	420
	4,50
	0,380
	18,5
	334
	2,80
	0,280
	19,0
	380
	6,00
	0,590
	26,0
	420
	2,50
	0,590
	22,0
	420

	2
	4,55
	0,406
	19,5
	280
	7,50
	0,386
	23,0
	212
	3,50
	0,580
	20,5
	348
	5,20
	0,306
	28,5
	212
	4,55
	0,306
	23,5
	212

	3
	5,80
	0,704
	21,5
	489
	5,24
	0,604
	19,0
	259
	5,00
	0,504
	21,5
	250
	3,44
	0,564
	21,5
	489
	4,80
	0,404
	21,5
	589

	4
	3,00
	0,630
	23,0
	743
	8,00
	0,444
	24,0
	643
	2,65
	0,500
	23,0
	600
	5,00
	0,430
	22,0
	743
	3,80
	0,530
	22,0
	443

	5
	6,50
	0,340
	23,8
	500
	3,50
	0,540
	17,0
	620
	4,90
	0,540
	27,0
	450
	5,50
	0,390
	28,0
	850
	4,50
	0,540
	22,0
	600

	6
	7,50
	0,590
	24,0
	320
	6,63
	0,552
	27,0
	320
	7,90
	0,552
	22,0
	430
	3,90
	0,360
	24,0
	520
	7,50
	0,555
	25,0
	520

	7
	6,58
	0,780
	23,5
	340
	6,30
	0,666
	18,0
	388
	5,80
	0,766
	23,5
	270
	4,56
	0,430
	21,5
	357
	4,50
	0,660
	24,5
	340

	8
	5,90
	0,520
	23,0
	634
	4,90
	0,520
	23,0
	450
	5,80
	0,600
	23,0
	480
	5,90
	0,400
	25,0
	560
	6,90
	0,420
	19,0
	450

	9
	8,90
	0,620
	22,0
	365
	5,00
	0,620
	22,0
	545
	3,70
	0,456
	25,0
	368
	7,80
	0,420
	21,0
	365
	5,34
	0,540
	21,0
	345

	10
	5,80
	0,585
	29,5
	480
	4,80
	0,435
	24,0
	433
	5,77
	0,335
	21,5
	423
	5,80
	0,567
	22,5
	560
	4,80
	0,585
	25,5
	420

	Результаты экспериментов

	Вариант
	26
	27
	28
	29
	30

	Номер опыта
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4

	1
	4,50
	0,480
	18,5
	634
	5,00
	0,590
	26,0
	320
	3,90
	0,490
	16,0
	450
	3,80
	0,350
	19,0
	390
	6,00
	0,790
	30,0
	420

	2
	7,50
	0,486
	22,0
	212
	5,20
	0,306
	27,5
	212
	5,45
	0,574
	18,5
	346
	4,50
	0,480
	20,5
	648
	5,20
	0,406
	28,5
	412

	3
	5,24
	0,604
	19,0
	559
	5,44
	0,564
	21,5
	489
	4,44
	0,504
	24,5
	369
	4,55
	0,534
	21,5
	350
	5,44
	0,564
	21,5
	589

	4
	7,00
	0,544
	24,0
	443
	6,00
	0,630
	18,0
	643
	5,87
	0,456
	23,0
	443
	2,65
	0,577
	24,0
	640
	6,00
	0,550
	21,0
	743

	5
	5,50
	0,540
	18,0
	620
	5,50
	0,390
	19,0
	650
	4,50
	0,546
	27,0
	650
	3,90
	0,440
	26,0
	550
	5,50
	0,600
	18,0
	450

	6
	6,63
	0,552
	27,0
	520
	8,90
	0,360
	24,0
	520
	4,20
	0,242
	23,0
	340
	6,55
	0,552
	23,0
	456
	3,90
	0,570
	22,0
	520

	7
	8,30
	0,666
	19,0
	488
	4,56
	0,430
	22,5
	478
	4,50
	0,500
	22,5
	650
	6,78
	0,589
	20,5
	289
	4,56
	0,430
	21,5
	357

	8
	4,90
	0,520
	22,0
	350
	5,90
	0,478
	25,0
	580
	4,90
	0,520
	26,0
	523
	7,80
	0,620
	24,0
	540
	4,90
	0,620
	24,0
	660

	9
	6,00
	0,620
	21,0
	445
	5,80
	0,620
	21,0
	365
	7,20
	0,789
	22,0
	545
	4,70
	0,556
	22,0
	468
	8,80
	0,520
	22,0
	465

	10
	5,80
	0,535
	24,0
	433
	3,80
	0,567
	25,5
	360
	4,90
	0,535
	24,5
	620
	5,77
	0,535
	21,5
	450
	4,80
	0,535
	23,5
	460

	Результаты экспериментов

	Вариант
	31
	32
	33
	34
	35

	Номер опыта
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4

	1
	4,50
	0,490
	22,0
	420
	4,50
	0,380
	18,5
	334
	2,80
	0,280
	19,0
	380
	6,00
	0,590
	26,0
	420
	2,50
	0,590
	22,0
	420

	2
	4,55
	0,406
	19,5
	280
	7,50
	0,386
	23,0
	212
	3,50
	0,580
	20,5
	348
	5,20
	0,306
	28,5
	212
	4,55
	0,306
	23,5
	212

	3
	5,80
	0,704
	21,5
	489
	5,24
	0,604
	19,0
	559
	5,00
	0,504
	21,5
	250
	3,44
	0,564
	21,5
	489
	4,80
	0,404
	21,5
	589

	4
	3,00
	0,630
	23,0
	443
	8,00
	0,444
	24,0
	643
	2,65
	0,500
	23,0
	600
	5,00
	0,430
	22,0
	743
	3,80
	0,530
	22,0
	443

	5
	6,50
	0,340
	23,8
	500
	3,50
	0,540
	17,0
	620
	3,90
	0,540
	27,0
	450
	5,50
	0,490
	28,0
	850
	3,50
	0,540
	22,0
	600

	6
	6,50
	0,690
	24,0
	320
	6,63
	0,352
	27,0
	320
	7,90
	0,552
	22,0
	430
	3,90
	0,360
	24,0
	420
	7,50
	0,555
	25,0
	520

	7
	6,58
	0,780
	23,5
	340
	5,30
	0,666
	18,0
	288
	5,80
	0,766
	23,5
	270
	4,56
	0,430
	21,5
	357
	4,50
	0,660
	24,5
	340

	8
	5,90
	0,520
	23,0
	534
	4,90
	0,520
	23,0
	450
	5,80
	0,800
	23,0
	580
	5,90
	0,400
	25,0
	560
	6,90
	0,220
	21,0
	450

	9
	8,90
	0,720
	22,0
	365
	5,00
	0,620
	22,0
	545
	3,70
	0,456
	25,0
	368
	7,80
	0,420
	21,0
	365
	5,34
	0,540
	21,0
	345

	10
	5,80
	0,585
	29,5
	480
	4,80
	0,435
	24,0
	433
	5,77
	0,335
	21,5
	423
	5,80
	0,567
	22,5
	560
	4,80
	0,585
	25,5
	420

	Результаты экспериментов

	Вариант
	36
	37
	38
	39
	40

	Номер опыта
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4

	1
	4,50
	0,480
	18,5
	634
	5,00
	0,590
	26,0
	320
	3,90
	0,490
	16,0
	450
	3,80
	0,350
	19,0
	390
	6,00
	0,790
	30,0
	420

	2
	7,50
	0,486
	22,0
	212
	5,20
	0,306
	27,5
	212
	5,45
	0,574
	18,5
	346
	4,50
	0,480
	20,5
	648
	5,20
	0,406
	28,5
	412

	3
	5,24
	0,604
	19,0
	559
	5,44
	0,564
	23,5
	489
	4,44
	0,504
	24,5
	369
	4,55
	0,534
	21,5
	350
	5,44
	0,564
	21,5
	589

	4
	7,00
	0,544
	24,0
	443
	6,00
	0,630
	18,0
	643
	5,87
	0,456
	23,0
	443
	2,65
	0,577
	24,0
	640
	6,00
	0,550
	21,0
	743

	5
	3,50
	0,540
	18,0
	620
	5,50
	0,390
	19,0
	650
	4,50
	0,606
	27,0
	650
	3,90
	0,440
	26,0
	550
	5,50
	0,600
	18,0
	450

	6
	6,63
	0,542
	27,0
	520
	8,90
	0,360
	24,0
	520
	4,20
	0,242
	23,0
	340
	6,55
	0,582
	23,0
	456
	3,90
	0,400
	22,0
	340

	7
	8,30
	0,666
	19,0
	588
	4,56
	0,430
	24,5
	678
	4,50
	0,500
	22,5
	650
	6,78
	0,589
	20,5
	289
	4,56
	0,430
	21,5
	357

	8
	4,90
	0,520
	22,0
	350
	5,90
	0,478
	25,0
	580
	4,90
	0,520
	26,0
	523
	7,80
	0,620
	24,0
	540
	4,90
	0,620
	24,0
	660

	9
	6,00
	0,620
	21,0
	345
	5,80
	0,620
	21,0
	365
	7,20
	0,789
	22,0
	545
	4,70
	0,556
	22,0
	468
	8,80
	0,520
	22,0
	465

	10
	5,80
	0,535
	24,0
	433
	3,80
	0,567
	25,5
	360
	4,90
	0,535
	24,5
	620
	5,77
	0,535
	21,5
	450
	4,80
	0,535
	23,5
	460


Приложение 1 – Коэффициенты Стьюдента
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Приложение 2 – Коэффициенты Фишера (уровень значимости α=0,05)
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