Задача 10. Устойчивость непрерывных стационарных систем. Математический и физический признаки устойчивости 
  Устойчивость – это свойство системы возвращаться в исходное состояние равновесия после снятия воздействия, выведшего систему из этого состояния.
[bookmark: page32]Математический (прямой) признак устойчивости: система устойчива, если все корни её характеристического уравнения имеют отрицательную действительную часть. Другими словами – если все полюса системы левые (лежат слева от мнимой оси комплексной плоскости). Корни полинома числителя передаточной функции (нули) на устойчивость системы не влияют.
Если хотя бы один полюс располагается справа от мнимой оси, система неустойчива. Она находится на апериодической границе устойчивости, если при остальных левых корнях имеет один нулевой корень, и на колебательной (периодической) границе устойчивости, если при остальных левых корнях характеристического уравнения имеет пару чисто мнимых корней (значение ω мнимой части таких корней равно частоте незатухающих колебаний системы на границе устойчивости).
Физический признак устойчивости: система устойчива, если свободная составляющая yсв(t) переходного процесса (импульсная функция g(t)) с увеличением времени стремится к нулю, неустойчива, если она стремится к бесконечности, и нейтральна (находится на границе устойчивости), если она стремится к некоторой постоянной величине (амплитуде). Для анализа подходит любая реакция системы, если из нее исключить составляющую, обусловленную вынуждающим сигналом. Нельзя применять для анализа формулу , т.к. она может давать нулевой результат и для неустойчивых систем.
Пример 1. Оценить прямым методом устойчивость системы, описываемой дифференциальным уравнением
y (3)+2y (2)+3y (1)=4u (1)+5u .
Характеристическое уравнение системы
D ( s )=s 3+2s 2+3s=s ( s 2+2s+3)=0
имеет нулевой корень s1 = 0 и комплексно-сопряженную пару корней, определяемую из квадратного трехчлена 

Система находится на апериодической границе устойчивости, т.к. нулевой корень находится на мнимой оси комплексной плоскости корней, а остальные корни лежат слева от мнимой оси.
Пример 2. Оценить устойчивость системы со свободной составляющей переходного процесса yсв (t )= 1.23e t +0.14sin t +1, 23cost .
Выражение содержит гармонические составляющие с постоянной амплитудой (не затухающие и не расходящиеся с течением времени), отсюда вывод: система находится на колебательной границе устойчивости. Частота незатухающих колебаний, соответствующая колебательной границе устойчивости, равна 1 рад/с или 1/6,28 с-1.
[bookmark: page33]Задания для самостоятельного решения.
Вариант 1. Оценить устойчивость системы, если
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Вариант 2. Система имеет нуль 10 и полюса -1 ± 3j, 0, -3,14. Оценить устойчивость системы.

Вариант 3. Оценить устойчивость системы (рисунок 1.34)
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Рисунок 1.34

Вариант 4. Систему образуют последовательно включенные звенья с передаточными функциями 1/(s + 1), 3/(s + 2,5), 1/(s2 + 2). Определить частоту незатухающих колебаний.

Вариант 5. При каком значении α система (рисунок 1.35) окажется на апериодической границе устойчивости.
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Рисунок 1.35

Вариант 6. По переходной функции системы h(t) = 5 – 10e–t + 5e–2t оценить её устойчивость, используя физический признак.

Вариант 7. Оценить устойчивость системы (рисунок 1.36)
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Рисунок 1.36	Рисунок 1.37	Рисунок 1.38

Вариант 8. Оценить устойчивость системы с g(t) = 1,5e–t – 1,5e–3t.

Вариант 9. Какова устойчивость системы с D(s) = s(s2 + s +1).
Вариант 10. Оценить устойчивость системы (рисунок 1.37)
Вариант 11. Оценить устойчивость системы с yсв(t) = 3sint – 2cos3t.
Вариант 12. Оценить устойчивость системы с D(s) = (s – 1)(s2 + 1).
Вариант 13. Оценить устойчивость системы (рисунок 1.38)

[bookmark: page34]Задача 11. Алгебраические критерии устойчивости. Критический коэффициент усиления
Критерий Гурвица: система устойчива, если все коэффициенты ее характеристического уравнения D(s) = a0 sn + a1 sn-1 + … + an = 0 и все диагональные миноры Δ1 ... Δn-1 матрицы Гурвица положительны.
Для устойчивости систем первого и второго порядка необходимо и достаточно, чтобы все коэффициенты характеристического уравнения были положительны (были одного знака). Достаточные условия для системы третьего порядка Δ2 = a1 a2 - a0 a3 > 0, для системы четвертого порядка	Δ3 = a3  2 – a12a4 = a3·(a1 a2 - a0 a3) – a12a4 > 0. Крите-
рий Гурвица удобно использовать при устном счете для систем не выше четвертого порядка.
Критерий Рауса: система устойчива, если все коэффициенты ее характеристического уравнения и все элементы первого столбца таблицы Рауса положительны. Необходимое условие (положительность всех коэффициентов) совпадает с критерием Гурвица.
Для проверки достаточного условия составляют таблицу, первую и вторую строки которой заполняют попарно коэффициентами характеристического уравнения, начиная со старшего, недостающие коэффициенты заменяют нулем. Элементы последующих строк вычисляют по формулам ci, j = ci-2, j+1 – ci-1, j+1×r i, где i – номер строки, j – номер столбца, ri = ci- 2, 1 /ci-1, 1 – вспомогательное число для i-той строки. Таблица содержит n + 1 строку и (n + 1)/2 с округлением столбец.
Число правых корней характеристического уравнения равно числу перемен знака элементов первого столбца таблицы Рауса. При положительности остальных элементов первого столбца система находится на апериодической границе устойчивости, если равен нулю последний элемент столбца (an), и на периодической границе устойчивости, если равен нулю какой-либо иной элемент первого столбца.
Критическим или предельным (граничным) называется значение параметра (коэффициента), входящего в характеристическое уравнение, при котором система находится на границе устойчивости. Для его определения формулируют условия нахождения системы на границе устойчивости по какому-нибудь критерию.
Пример 1. Оценить по критерию Гурвица устойчивость системы


Характеристическое уравнение D(s) = s3 + 2s2 + 3s + 4 = 0.
[bookmark: page35]Проверяем необходимое условие – все коэффициенты характеристического уравнения положительны, что можно кратко записать как «условие ai > 0 выполняется».
Проверяем достаточное условие по определителю Гурвица
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Оба диагональных минора положительны. Так как необходимое и достаточное условия выполняются, система устойчива.
Пример 2. Оценить по Раусу устойчивость системы с характеристическим уравнением D(s) = s5 + 2s4 + 3s3 + 4s2 + 5s + 6 = 0.
Необходимое условие ai > 0 выполняется.
Проверяем достаточное условие –
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индексами. Последний коэффициент an = a5 = 6 смещается вниз и влево ходом шахматного коня (три клетки вниз и одна влево), ниже него записываем нули. Вычисляем вспомогательное число и элементы третьей строки: r3 = с1,1/c2,1 = a0/a1 = 1/2 = 0,5; откуда с31 = 3 - 4·0,5 = 1;
с32 = = 5 - 6·0,5 = 2, затем элементы остальных строк.
В первом столбце имеется отрицательное число, следовательно, система неустойчива. Число перемен знака в первом столбце равно двум (от 1 к - и от - к 6), значит, система имеет два правых корня характеристического уравнения, остальные три корня левые.
Пример 3. Найти критическое значение коэффициента усиления kкр системы с характеристическим уравнением
D(s) = 15,3s3 + 10,7s2 + s + k – 1,2 = 0.
Формулируем условия нахождения системы на границе устойчивости по критерию Гурвица (он наиболее удобен и нагляден для систем первого-третьего порядка):
· на апериодической границе an = 0, откуда an = k – 1,2 = 0; kкр1 = 1,2;
· на периодической границе Δn-1 = 10,7 1 – 15,3(k – 1,2) = 0, откуда следует kкр2 = (10,7 + 15,3 1,2)/15,3=29,06/15,3 = 1,899. Учитывая опущенные знаки неравенств, делаем вывод, что система устойчива при значениях коэффициента усиления 1,2 < k < 1,899.

[bookmark: page36]Задания для самостоятельного решения.
Вариант 1. При каких значениях коэффициента k система (рисунок

1.39) устойчива, если W1 = 1/(1+0,1s), W2 = 2/(1 + 0,01s), W3 = k/(1 + s), W4 = 10?
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Рисунок 1.39
Вариант 2. Оценить устойчивость системы 

Вариант 3. С помощью критерия Гурвица проверить устойчивость системы (рисунок 1.40), если W1 = 5/(1 + 10s), W2 = –1/s, W3 = 100.
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Рисунок 1.40
Вариант 4. Система задана нулями 0 3j и полюсами -1± 5j; -1; -10. Оценить устойчивость системы до и после замыкания единичной ООС.

Вариант 5. Устойчива ли система D ( s ) = s 5 + 2 s 4 + 3s 3 + 2 s+ 2=  0 ?

Вариант 6. Оценить устойчивость системы по критерию Рауса

D ( s )	=s 6	+2 s 5+3 s 4	+s 2	+2 s	+3=0 .

Вариант 7. Оценить устойчивость системы (рисунок 1.41) по критерию Гурвица
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Рисунок 1.41
Вариант 8. Оценить устойчивость системы по критерию Гурвица при D ( s )= s 4 +5 s 3 +3 s 2 +5 s+ 2 =0 .
Вариант 9. Оценить устойчивость системы (рисунок 1.42), если

W1(s) = 1, W2(s) = 2, W3(s) = 3, W4(s) = 1, W5(s) = 6, W6(s) = 10, W7(s) = 2, W8(s) = 2s, W9(s) = 10/(1 + 10s), W10(s) = 1/3, W11(s) = 1/10s.
[image: ] Вариант 10. Оценить устойчивость по критерию Рауса системы с характеристическим уравнением D ( s )= s 4 +2 s 3 +3 s 2 +4 s+ 2 =0 .








[bookmark: page37]	Рисунок 1.42
Задача 12. Частотные критерии устойчивости. Критерий Михайлова
Согласно принципу аргумента, известному в теории комплексной переменной, если среди n полюсов ПФ системы p расположены справа от мнимой оси, а остальные (n – p) – слева, то полное изменение аргумента комплексной функции D(jω) равно
argD(jω)= (n – p)·π/2 – p·π/2 = (n – 2p)·π/2.
Отсюда следует, что линейная система n-го порядка устойчива, если при изменении частоты от нуля до плюс бесконечности характеристический вектор системы D(jω) повернется против часовой стрелки на угол n /2, не обращаясь нигде в ноль.
Конец вектора D(jω) при изменении частоты чертит годограф Михайлова или характеристическую кривую. На этом основана другая формулировка критерия, чаще используемая в инженерной практике.

Система n-го порядка устойчива, если кривая Михайлова, начинаясь при ω=0 на действительной положительной полуоси, проходит при изменении частоты от нуля до плюс бесконечности последовательно против часовой стрелки n квадрантов комплексной плоскости.

Система находится на апериодической границе устойчивости, если кривая при ω= 0 начинается в начале координат, и на периодической границе устойчивости, если кривая при ω=0 проходит через начало координат. Частота незатухающих колебаний соответствует периодической границе устойчивости системы.

Кривая Михайлова представляет собой уходящую в бесконечность развертывающуюся спираль, у которой при высоком порядке уравнения практически не видно начальную часть, вследствие этого её допускается чертить не в точном масштабе, а лишь фиксируя последовательность и места пересечения с осями. На графике с кривой Михайлова обязательно должен указываться порядок системы n, так как при его отсутствии может быть сделан ошибочный вывод.
Действительная часть U (ω)= an +an -2 s2 +an -4 s4 +... содержит только четные степени переменной ω и называется четной функцией,

мнимая часть V(ω)= an-1 s+an -3 s3 +an -5 s5 +...	содержит только нечетные степени переменной ω и называется нечетной функцией. На их использовании основано следствие или вторая форма критерия Михайлова.
Система устойчива, если четная U(ω) и нечетная V(ω) функции при изменении частоты от нуля до плюс бесконечности обращаются в нуль поочередно, начиная с нечетной функции, т.е. их корни чередуются. Это вытекает из условия последовательного прохождения квадрантов комплексной плоскости. Для построения графика используется та же таблица частот, что и в первой форме. 
[image: ]Пример 1. Cистема пятого порядка с кривой Михайлова (рисунок 1.43) неустойчива, т.к. сначала вектор D(jω) повернулся против часовой стрелки на три квадранта (три левых полюса), а затем по часовой стрелке на два квадранта (два правых полюса).



	Рисунок 1.43


[bookmark: page38]Рисунок 1.43



Иначе: итоговый поворот равен одному квадранту, т.е. n–2p = 1, n = 5,тогда правых корней характеристического полинома (5–1)/2 = 2.

Пример 2. Найти критическое значение коэффициента усиления системы с D ( s )= 0,03s 3 +0,3s 2 +(1+ 0,01k ) s+ k по критерию Михайлова.
Заменяя s = jω, получим характеристическую функцию


Условия нахождения САУ на границе устойчивости

	
Корень второго уравнения ωo = 0 отбрасываем, т.к. для нахождения системы на колебательной границе устойчивости годограф Михайлова должен пройти через начало координат при ω≠0.
Тогда из второго уравнения определяем частоту   



и подставляем ее значение в первое уравнение



 откуда 

[bookmark: page39]                  
Частота, соответствующая колебательной границе устойчивости


Пример 3. Используя вторую форму (следствие) критерия Михайлова, оценить устойчивость системы

 .
В характеристическом уравнении D(s) = s3 + 2s2 + 3s + 4 = 0 заменяем s = jω , снижаем порядок j и группируем
D(j ω ) = ( j ω )3 + 2( j ω )2 + 3jω+ 4 = 4 - 2 ω 2 + j  (3ω –	ω3).
Здесь 4 – 2 ω2 – это четная (действительная) функция U(ω), а (3ω – ω3) – это нечетная (мнимая) функция V(ω).
Приравнивая поочередно четную и нечетную функции нулю, находим частоты 1,41 и 1,73, соответствующие пересечению кривой с осями координат, подставляем эти частоты в характеристическую функцию и заполняем таблицу. Строим графики четной и нечетной функций – они поочередно пересекают ось частот, т.е. их корни перемежаются, и общее число пересечений равно n = 3, следовательно, система устойчива (рисунок 1.44).
Таблица частот
	ω
	U(ω)
	V(ω)

	0
	4
	0

	∝
	-∞
	-∞

	√2=1,41
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	0
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Рисунок 1.44

Задания для самостоятельного решения.

Вариант 1. Найти частоту незатухающих колебаний для системы с характеристическим уравнением D ( s )= s 4 +2 s 3 +3 s 2 +4 s +2= 0 .
[bookmark: page40]Вариант 2. Найти предельный коэффициент усиления для системы
(рисунок 1.45) при T1 = 0,5 c; T2 = 1 c; T3 = 0,2 c.
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Рисунок 1.45
Вариант 3. Оценить устойчивость системы с характеристическим уравнением D ( s ) =s 4 +2 s 3 +3s 2 +2 s+ 2 =0 .

Вариант 4. Оценить устойчивость системы (рисунок 1.46) по второй форме критерия Михайлова при W1(s) = 1/(1 + s), W2(s) = 2, W3(s) = 2s,
W4(s) = 4, W5(s) = 3/(1 + 10s), W6(s) = 10.
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Рисунок 1.46
Вариант 5. Оценить устойчивость по критерию Михайлова (форма

2) системы с характеристическим уравнением

D ( s )	=s 5	+s 4	+6 s 3	+6 s 2	+15 s+ 15=0 .
	
Вариант 6. Оценить устойчивость замкнутой системы по Михайлову (форма 2), если известно дифференциальное уравнение разомкнутой системы




Вариант 7. По критерию Михайлова оценить устойчивость системы


Вариант 8. Найти по Михайлову частоту незатухающих колебаний после замыкания системы с дифференциальным уравнением


Вариант 9. Оценить устойчивость замкнутой системы по Михайлову (форма 2), если известно дифференциальное уравнение разомкнутой системы



Вариант 10. По критерию Михайлова оценить устойчивость системы
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Задача 13. D-разбиение по одному параметру
Областью устойчивости D(0) называют область в пространстве изменяемых параметров, каждой точке которой соответствуют только левые корни характеристического уравнения. Остальные D-области отличаются числом правых корней характеристического уравнения и обозначаются соответственно D(1) – область с одним правым полюсом, D(2) – с двумя и т.д.

Подставив s = jω в характеристическое уравнение системы, разрешают его относительно изменяемого параметра, находят четную (действительную) U(ω) и нечетную (мнимую) V(ω) функции. Изменяя частоту от 0 до плюс бесконечности, строят кривую D-разбиения и ее зеркальное отображение относительно действительной оси. Двигаясь по кривой от точки = - ∞до точки = +∞ , наносят штриховку слева от кривой.
Направление штриховки указывает на область с наибольшим числом левых корней. При каждом переходе через кривую навстречу штриховке один корень характеристического уравнения становится правым, в обратном направлении – левым. Выбранную по штриховке область-претендент D(0) проверяют на устойчивость с помощью любого критерия, подставив значение параметра из этой области в характеристическое уравнение. Поскольку изменяемый параметр является действительной величиной, его допустимые значения лежат на отрезке действительной оси, заключенном внутри области устойчивости D(0).
Пример 1. Найти методом D-разбиения критические значения коэффициента усиления k системы, заданной передаточной функцией


Разрешаем характеристическое уравнение системы
D(s) = 0,002s3 + 0,12s2 + s + k = 0
относительно исследуемого параметра k
k = –0,002s3 – 0,12s2 – s, 
производим замену s = jω
k(jω  ) = –( jω )3 0,002 –( jω )2 0,12 – jω  ,

снижаем порядок j и группируем
k(jω ) =0,12ω 2 – ωj  (1 – 0,002ω 2) = U(ω) – jV(ω).
Определяем  частоты  пересечения  основной кривой с осями:
U(ω ) = 0,12ω 2 = 0, отсюда  ω= 0,
V(ω) = 1 – 0,002ω 2 = 0 и  ω=√500=22,36
Таблица частот

	
	U(ω )
	V(ω )

	0
	0
	0

	
	∞
	∞
	∞

	
	√500
	
	
60,0
	
0

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	1
	0,12
	-1

	
	
	




[bookmark: page42]Строим основную и зеркальную кривые на комплексной плоскости, указывая направление возрастания частоты стрелкой на характеристике (рисунок 1.47). Наносим штриховку, обозначаем области с предполагаемым числом правых полюсов в скобках. Проверяем область-претендент D(0) на устойчивость по критерию Гурвица при значении k = 1, выбранном на отрезке внутри области D(0) между точками 0 и 60

                                        D(s) = 0,002s3 + 0,12s2 + s + 1 = 0.

Так как и необходимое, и достаточное условия устойчивости по Гурвицу при k = 1 выполняются, то система будет устойчивой при любых значениях коэффициента усиления в интервале 0 < k < 60.Кри[image: ]тические значения коэффициента 
             Рисунок 1.47                 равны kкр1 = 0; kкр2 = 60.
Задания для самостоятельного решения.
Вариант 1. Исследовать методом D-разбиения устойчивость системы по k после замыкания единичной ООС


Вариант 2. При каких значениях коэффициента k система (рисунок 1.48) устойчива, если W1 = 0,01/(1 + 0.001s), W2 = 10, W3 = 10/(1 + 10s),W4 = k/s?
[image: ]




Рисунок 1.48
[bookmark: page43]Вариант 3. Определить критическое значение коэффициента усиления k методом D-разбиения D(s)=	0,01s3	+0,1s2	+s+(k+10)=	0 .
Вариант 4. Выбрать значение k из условия устойчивости системы (рисунок 1.49)
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Рисунок 1.49
Вариант 5. Исследовать на устойчивость по А после замыкания систему W(s) = As2/(s3 + s + 1).
Вариант 6. Исследовать на устойчивость по В после замыкания систему W(s) = s2/(s3 + Bs + 1).
Вариант 7. Определить критическое значение коэффициента усиления k методом D-разбиения D(s)=	0,01s3	+(0,1-k)s2+s+10=	0 .
Вариант 8. При каких значениях коэффициента k система (рисунок 1.48) устойчива, если W1 = k/(1 + 0.001s), W2 = 10, W3 = 10/(1 + 10s),W4 = 0,001/s?
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Рисунок 1.48
Вариант 9. При каких значениях коэффициента k система (рисунок 1.48) устойчива, если W1 = 0,01/(1 + 0.001s), W2 = 10, W3 = k/(1 + 10s),W4 =10/s?
[image: ]




Рисунок 1.48
Вариант 10. Исследовать методом D-разбиения устойчивость системы по k после замыкания единичной положительной обратной связи с передаточной функцией


Задача 14. Критерий Найквиста. Запасы устойчивости
Упрощенная формулировка: система, устойчивая в разомкнутом состоянии или нейтральная, будет устойчивой в замкнутом состоянии, если АФЧХ разомкнутой системы при изменении частоты ω от нуля до плюс бесконечности не охватывает точку с координатами (-1, j0). Всегда подразумевается замыкание системы единичной ООС.

Общая формулировка: система после замыкания будет устойчивой, если АФЧХ разомкнутой системы охватывает в положительном направлении (против часовой стрелки) p/2 раз точку с координатами (-1, j0), где p – число правых полюсов разомкнутой системы.

Оценка запасов устойчивости по АФЧХ. Запасы устойчивости по амплитуде Am в относительных единицах равны расстоянию от критической точки (-1, j0) до ближайших точек пересечения АФЧХ с отрицательной действительной полуосью. В децибелах запас устойчивости по амплитуде находят как величину, обратную амплитуде А вектора W(jω) при угле -180° или Am = 20lg(1/A), где A – расстояние от точки пересечения АФЧХ с отрицательной действительной полуосью до начала координат. Норма Am = 1 - А(ω-π)≥ 0,5.. 0,6 или 6-12 дБ.

Запас устойчивости по фазе φm равен углу между отрицательной действительной полуосью и лучом, проведенным из начала координат в точку пересечения АФЧХ с дугой единичного радиуса. Запас по фазе φm = π - |φ(ωср)| находится в пределах от 0 до 180 , при проектировании обычно нормой является φm ≥30..60° .

Система устойчива в замкнутом состоянии, если обратная АФЧХ 1/W(jω) разомкнутой системы охватывает точку (-1, j0).
[bookmark: page44]Логарифмический критерий Найквиста (диаграмма Боде). Обычная формулировка: замкнутая система устойчива, если в момент пересечения ЛФЧХ разомкнутой системы линии -180° её ЛАЧХ отрицательна. Общая формулировка пригодна и для систем, неустойчивых в разомкнутом состоянии: замкнутая система устойчива, если на интервале положительности ЛАЧХ разомкнутой системы сумма переходов ее ЛФЧХ линии -180 равна p/2, где p – число правых корней характеристического уравнения разомкнутой системы.

Оценка запасов устойчивости по ЛЧХ. Запас устойчивости по амплитуде Am равен отклонению ЛАЧХ от нуля на ближайших к частоте среза ср частотах пересечения ЛФЧХ с линией минус 180 . Запас устойчивости по фазе φm равен отклонению ЛФЧХ на частоте среза ωср от линии минус 180 к нулю.

[image: ]Пример 1. Оценить устойчивость системы (рисунок 1.50) по Найквисту.



Рисунок 1.50

Решение. Поскольку   необходимо оценить устойчивость имеющейся системы, ее предварительно следует сделать разомкнутой – разорвать контур обратной связи по сумматору. Передаточная функция разомкнутой системы .Блок с коэффициентом усиления 20 стоит вне контура обратной связи и на устойчивость системы не влияет. В разомкнутом состоянии система находится на колебательной границе устойчивости, так как имеет корни s1, 2 =± j1. Находим комплексный коэффициент передачи разомкнутой системы W(jω ) = 1/(1 - ω2).

Определяем частоты пересечения годографа с осями координат: мнимая часть отсутствует, из уравнения Re(ω) = 0 видно, что корни, т.е. частоты пересечения с мнимой осью, отсутствуют. Зато уравнение 1 -ω 2 = 0 дает частоту разрыва характеристики ωр =± 1. В подобном случае обычно берут еще две частоты (произвольно) – немного меньше частоты разрыва и немного больше, например, возьмём 0,1 и 10.

	Таблица частот
	
	Замкнутая система также нахо-

	
	
	дится на колебательной границе ус-

	
	Re(ω )
	Im(ω )
	

	
	
	
	тойчивости (рисунок 1.51), т.к. АФЧХ

	0
	1,00
	0
	

	
	
	
	проходит через точку (-1, j0).

	
	0
	0
	

	
	
	
	

	1,0
	∞
	0
	

	0,1
	1,01
	0
	

	10,0
	-0,01
	0
	Рисунок 1.51

	
	
	
	


[bookmark: page45][image: ]Пример 2. Оценить запасы устойчивости по АФЧХ после замыкания единичной ООС системы с W(s) = 1/(s2 + 3s + 2).
Задача не требует построения АФЧХ. По критерию Гурвица следует, что в разомкнутом состоянии система устойчива, нулей нет, поэтому годограф Найквиста проходит два квадранта по часовой стрелке и не пересекает отрицательную действительную полуось. Таким образом, запас по амплитуде максимален Am = 1. Полюса системы действительные -1 и -2, следовательно, резонанс в системе отсутствует и амплитуда вектора |W(jω)| нигде не превышает величины kуст = 1/2, запас устойчивости по фазе равен φm = 180°.

Задания для самостоятельного решения.

Вариант 1. Найти запасы устойчивости системы после замыкания.
Вариант 2. Найти запасы устойчивости для системы



Вариант 3. Оценить устойчивость замкнутой системы по критерию Найквиста, если передаточная функция разомкнутой системы равна
Вариант 4. Оценить по критерию Найквиста устойчивость системы после замыкания при Т1 = 5 с, Т2 = 4 с.


Вариант 5. Оценить устойчивость замкнутой системы по критерию Найквиста, если передаточная функция разомкнутой системы равна



где T1 = 1 c, T2 = 0,5 c, T3 = 0,1 c, k1 = 2, k2 = 5, k3 = 0,4.

Вариант 6. Оценить устойчивость системы (рисунок 1.52) по критерию Найквиста
[image: ]




Рисунок 1.52
[bookmark: page46]Вариант 7. Найти запасы устойчивости по амплитуде и фазе замкнутой системы, если передаточная функция разомкнутой системы равна


Вариант 8. Оценить устойчивость системы в разомкнутом состоянии

· запасы устойчивости в замкнутом состоянии (рисунок 1.53)
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Рисунок 1.53
Вариант 9.  Найти запас устойчивости Аm после замыкания системы


Вариант 10. Нарисовать ЛФЧХ устойчивой после замыкания системы, имеющей ЛАЧХ (рисунок 1.54)
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Рисунок 1.54
Вариант 11. Оценить устойчивость методом обратной АФЧХ после замыкания единичной ООС системы с W(s) = 1/(s2 + 3s + 2).
Задача 15. Качество непрерывных стационарных систем. Прямые оценки качества регулирования
Прямые оценки качества определяются по переходной характеристике, т.е. реакции системы на единичный скачок при нулевых начальных условиях (рисунок 1.55).

Время регулирования tрег измеряется от начала переходного процесса до момента, после которого характеристика не отклоняется от установившегося значения более, чем на величину допустимой ошибки ∆ (обычно 5 %, реже 2 % от установившегося значения). Следует указывать, при какой зоне получено время регулирования.

[bookmark: page47]Перерегулирование σ – величина максимального относительного заброса переходной характеристики от начальной величины за линию установившегося значения (в относительных единицах или %)
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а) – выходная величина y(t) б) – ошибка регулирования ε(t) или h(t) или отклонение δ(t)

Рисунок 1.55
Если начальное и конечное значения характеристики равны нулю или одинаковы (и приняты условно за 0), возможны два способа оценки. При наличии разнополярных значений перерегулирование равно отношению величины второго экстремума к величине первого (рисунок 1.56, а), а если колебание одно (рисунок 1.56, б), то перерегулирование равно отношению величины максимального отклонения к величине входного воздействия (обычно это единица). Зону для оценки времени регулирования в первом случае определяют от значения первого максимума, во втором случае – от величины входного воздействия.
[image: ]



а б Рисунок 1.56
Время нарастания tн определяется: для процессов с перерегулированием как время от начала процесса до момента пересечения кривой линии установившегося значения; для любых процессов как время между моментами достижения заданных уровней установившегося значения (например, 10 и 90 %). Поэтому при оценке времени нарастания следует указывать, каким способом оно получено.

[bookmark: page48]Время достижения первого максимума tmax (подразумевается, что первый максимум кривой является и наибольшим из всех).Коэффициент колебательности N – число забросов переходной характеристики через линию установившегося значения за время регулирования, рекомендуется не более одного-двух забросов.

Степень затухания (демпфирования) – величина относительного уменьшения ψ = (hmax1 - hmax3)/(hmax1 – h(∞)) амплитуды максимальных забросов выходной величины за один период Тк, удовлетворительной считают систему с ψ = 0,75...0,95.

Установившаяся ошибка ε(∞) равна разнице между предписанным и действительным значениями выходной величины после окончания переходного процесса.

Пример 1. Оценить время регулирования и перерегулирование для системы с передаточной функцией k/(s + 2).

Поскольку полюс α = -2 действительный, без мнимой части, колебаний не будет и перерегулирование σ = 0. Переходный процесс описывается зависимостью k(1 - eαt) и заканчивается при достижении величины 0,95k, т.е. когда выполняется условие eαt = - 0,05. Отсюда tрег =ln(Δ)/α = ln(0,05)/(-2) = 1,498 с.
Пример 2. Определить величину перерегулирования и времени регулирования (рисунок 1.57)
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Рисунок 1.57

Перерегулирование σ = (1,5 – 1,0)/1,0 = 0,5 или 50 %. Для определения времени регулирования проводим параллельно линии установившегося значения две прямые на уровне hуст ±Δ = 1±0,05×1 = 1±0,05. По точке последнего вхождения кривой в зону 2Δ получаем tрег = 15 с.
Задания для самостоятельного решения.
Вариант 1. Оценить качество регулирования для звена с передаточной функцией


Вариант 2. Сформулировать условия отсутствия перерегулирования

· системе с дифференциальным уравнением a0 y''+ a1 y'+ a 2 y= b0 u'+ b1u .
[bookmark: page49]Вариант 3. Определить величину перерегулирования системы (ри-сунок 1.58) от скачка задания
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Рисунок 1.58
Вариант 4. Найти все показатели качества регулирования (рисунок1.59)
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Рисунок 1.59
Вариант 5. Оценить основные показатели качества регулирования (рисунок 1.60) относительно возмущения
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Рисунок 1.60

Вариант 6. Найти время регулирования tрег, степень демпфирования

· величину перерегулирования σ по переходной характеристике выхода системы относительно возмущения (рисунок 1.61)
[image: ]
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Рисунок 1.61
Задача 16. Корневые методы оценки качества регулирования
[image: ]Доминирующими называются левые полюса системы, ближайшие к мнимой оси. Степень устойчивости αmin (или η) равна модулю их действительной части (рисунок 1.62). Для оценки времени регулирования tрег находят сначала степень устойчивости системы, откуда при ошибке ∆=5 % tрег ≈ 3/|αmin|. При заданной зоне ошибки 2 % вместо коэффициента 3 берут приблизительно 4.



Рисунок 1.62


Найдя степень колебательности системы     ,определяют значение перерегулирования σ≈  . Для расчета μ выбирают комплексный корень (полюс), у которого отношение мнимой части к действительной максимально. При единственной паре комплексных корней необходимость выбора отпадает. При нескольких парах комплексных корней максимальное значение μ у того корня, который первым встречается лучу, проведенному из начала координат по положительной мнимой полуоси и поворачиваемому против часовой стрелки.
[bookmark: page51]Показатели качества определяют только для устойчивых систем. Если система имеет нуль, равный полюсу, то они взаимно компенсируются и данная составляющая не учитывается (выпадает из переходного процесса).
Пример 1. Оценить показатели качества регулирования системы, имеющей нуль -0,125, полюса -1,5 ± 6j; -0,125 и коэффициент передачи 1,2.



Коэффициент передачи на относительные показатели не влияет. Нуль -0,125, равный полюсу, взаимно с ним компенсируется. Следовательно, доминирующими являются комплексно-сопряженные полюса -1,5 ± 6j, откуда tрег ≈ 3/|αmin| = 3/1,5 = 2 с, степень колебательности системы     = 6/1,5 = 4 и перерегулирование	  = 0,456 или 45,6 %.
Пример 2. Оценить перерегулирование и время регулирования системы 5 y''+ 6 y '+2 y =0,8u с законом управления u = 2(r – y).


Подставляя значение u в соответствии с законом регулирования, получим дифференциальное уравнение 5 y''+ 6 y'+ 3, 6 y= 1, 6r . Нули отсутствуют, из характеристического уравнения 5 s 2 +6 s +3, 6= 0 находим полюса -0,6 ± j0,6. Отсюда tрег ≈ 3/|αmin| = 3/0,6 = 5 c, а перерегулирование  =0,043 или 4,3 %. 
Задания для самостоятельного решения.
[image: ]Вариант 1.Оценить степень устойчивости и степень колебательности системы с D(s) = (s + 1)(s2 + 2s + 2).
Вариант 2.Найти показатели качества системы с характеристическим уравнением D(s) = s3 + s2 + 2s + 3 = 0.
Вариант 3.Оценить степень устойчивости и степень колебательности системы (рисунок 1.63)
[image: ]




Рисунок 1.63 
Вариант 4.Найти время регулирования системы (рисунок 1.64)
[image: ]



Рисунок 1.64
[image: ]Вариант 5.Найти tрег и σ системы (рисунок 1.65), если k = 3
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Рисунок 1.65
Вариант 6.Рассчитать перерегулирование и время регулирования для системы (рисунок 1.66)
[image: ]




Рисунок 1.66

Вариант7 . Оценить приблизительно tрег и σ системы (рисунок 1.67) для произвольного значения k
[image: ]




Рисунок 1.67
Вариант 8.Найти tрег и σ системы (рисунок 1.65), если k = 5
Вариант 9.Рассчитать перерегулирование и время регулирования для системы (рисунок 1.66)
Вариант10 . Оценить приблизительно tрег и σ системы (рисунок 1.67) для k=2,5

Задача 17. Частотные методы оценки качества регулирования
Особые частоты: ω+ – граница интервала частот положительности ВЧХ, ω0 – частота собственных колебаний, ωсущ – граница интервала существенных частот, вне которого текущее значение функции уже не превышает (0,05…0,1)P(0).
Общие принципы оценки качества по вещественной частотной характеристике P(ω):

· P(0) = h(∞) = kуст – конечное значение переходной характеристики численно равно начальному значению ВЧХ;

· P(∞) = h(0) – начальное значение переходной характеристики численно равно конечному значению ВЧХ;

· a·P(ω) ÷ a·h(t) – кратность изменения масштаба ВЧХ и переходной характеристики одинакова;

· P(a·ω) ÷ h(t/a) – расширение полосы рабочих частот ведет к соразмерному повышению быстродействия системы;

· время регулирования π/ω+ < tрег < 4π/ω+,

[bookmark: page53]- перерегулирование σ определяется по форме ВЧХ:

а) если ВЧХ монотонно убывает, то перерегулирование σ = 0; б) если ВЧХ является положительной невозрастающей функцией, то перерегулирование σ < 18 %;
в) если ВЧХ имеет подъем от P(0), то	1,18 Pmax	P(0)100% ;
P(0)

г) если ВЧХ имеет отрицательный минимум со значением более

0,1 P(0), то с его учетом 1,18 Pmax 0,277 Pmin P(0) 100% ; P(0)

д) если ВЧХ терпит разрыв при ω=ω0, система совершает незатухающие колебания, tрег → ∞ и показатели качества не определяются.

При оценке качества регулирования по АЧХ обычно вычисляют значение частотного показателя колебательности, равное отношению максимума характеристики к ее начальному значению М = Ам/А(0). При М = 1 переходная характеристика системы не колебательна, при М → ∞ система находится на границе устойчивости, наблюдаются незатухающие колебания с частотой ω0. Оптимальными считаются значения М = 1,1..1,5, которым соответствует перерегулирование 10-30 % и запас по фазе 30-50°.
Пример 1. Оценить значение частотного показателя колебательности системы по её АЧХ (рисунок 1.68).
[image: ]






Рисунок 1.68
Максимальное значение АЧХ равно 1,51, следовательно, показатель колебательности М = 1,51/1,0 = 1,51, что ещё удовлетворяет минимальному запасу по фазе 30° и перерегулированию 30 %.
Пример 2. Найти значение перерегулирования и времени регулирования системы по заданной АФЧХ (рисунок 1.69)
[image: ]
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Рисунок 1.69
Частота ω+ = 1,45 рад/с, положительный максимум ВЧХ равен 1,09 при начальном значении Р(0) = 1,0, отрицательный минимум 0,521. Отсюда получаем перерегулирование
	1,18 Pmax     0,277
	Pmin
	P(0)
	=

	
	
	
	
	100%
	

	
	P(0)
	
	
	

	
	
	
	
	


· (1,18*1,09 + 0,277*0,521 – 1,0)*100 = 43,1 %

· время регулирования не более 4π/ω+ = 4*3,1415926/1,45 = 8,67 с.

Задания для самостоятельного решения.
Вариант 1.Оценить tрег и σ системы с ПФ W(s) = 4/(s2 + 6s +8), используя частотный метод.

Вариант 2.Найти оценки показателей качества по ВЧХ (рисунок
1.70), считая ω+ = ωсущ

[image: ]





Рисунок 1.70	Рисунок 1.71

Вариант 3.Найти по вещественной частотной характеристике P(ω) показатели качества переходного процесса , tрег (рисунок 1.71)

Вариант 4.Оценить частотным методом установившуюся ошибку системы с передаточной функцией W(s) = 9/(s3 +2s2 +6s + 10).
Вариант 5.Оценить tрег и σ системы с ПФ W(s) = 4/(s2 + 6s +8), используя частотный метод.

Вариант 6.Найти оценки показателей качества по ВЧХ (рисунок
1.70), считая ω+ = ωсущ

[image: ]





Рисунок 1.70	Рисунок 1.71

Вариант 7.Найти по вещественной частотной характеристике P(ω) показатели качества переходного процесса , tрег (рисунок 1.71)

Вариант 8.Оценить частотным методом установившуюся ошибку системы с передаточной функцией W(s) = 9/(s3 +2s2 +6s + 10).
Вариант 9.Найти по вещественной частотной характеристике P(ω) показатели качества переходного процесса , tрег (рисунок 1.71)

Вариант 10.Оценить частотным методом установившуюся ошибку системы с передаточной функцией W(s) = 9/(s3 +2s2 +6s + 10).


[bookmark: page55]Задача 18. Интегральные оценки качества переходных процессов 
Интегральные показатели качества регулирования дают совокупную оценку быстродействия и колебательности без вычисления их значений. Они характеризуют отклонение реального переходного процесса от заданного идеального. Интегральная линейная оценка (ИЛО) определяется площадью отклонения реального процесса от идеального ступенчатого. Для обеспечения требуемых динамических свойств САУ необходимо выразить величину J1 через коэффициенты передаточной функции системы
J1	lim W (0)  W ( s ) ,
s	0	s

где W(0) – значение передаточной функции в установившемся режиме (при s = 0), а затем найти оптимальные значения варьируемых параметров, соответствующих минимуму J1.
Пример 1. Для системы с передаточной функцией

W ( s )	k (T1 s  1)
T2 s	1

линейная интегральная оценка

	
	
	
	k
	k (T1 s  1)
	
	
	
	

	J
	
	lim
	
	T2 s  1
	
	lim
	k (T2   T1 )
	k (T  T )

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	s
	
	
	
	

	
	1
	s  0
	
	
	
	s  0   T s  1
	21

	
	
	
	
	
	2
	


зависит от соотношения постоянных времени Т1 и Т2. Минимум оцен-ки достигается при их равенстве.
Задания для самостоятельного решения.
Вариант 1. При каком значении k интегральная линейная оценка минимальна, если ПФ системы равна W(s) = ks/(Ts + 1).

Вариант 2. Оценить вид интегральной линейной оценки для систе-мы с передаточной функцией W(s) = (b0s + b1)/(a0s2 + a1s + a2).

Вариант 3. Найти интегральную линейную оценку для системы с передаточной функцией W(s) = (s + 1)/(s2 +2s + 1).

Вариант 4. Чему равна интегральная оценка J1 для системы с пере-даточной функцией W(s) = k/(Ts + 1).

Вариант 5. Оценить влияние T на величину J1, если передаточная функция системы равна W(s) = 2s/(Тs2 +2s + 2).
Вариант 6. При каком значении k интегральная линейная оценка минимальна, если ПФ системы равна W(s) = ks/(Ts + 1).

Вариант 7. Оценить вид интегральной линейной оценки для систе-мы с передаточной функцией W(s) = (b0s + b1)/(a0s2 + a1s + a2).

Вариант 8. Найти интегральную линейную оценку для системы с передаточной функцией W(s) = (s + 1)/(s2 +2s + 1).

Вариант 9. Чему равна интегральная оценка J1 для системы с пере-даточной функцией W(s) = k/(Ts + 1).

Вариант 10. Оценить влияние T на величину J1, если передаточная функция системы равна W(s) = 2s/(Тs2 +2s + 2).


[bookmark: page56]Задача 19. Точность в установившемся режиме
Установившаяся ошибка характеризует точность системы в статическом режиме и равна отклонению действительного значения регулируемой величины от заданного. Система с нулевой установившейся ошибкой ε(∞) = 0 называется астатической, а при ε(∞) ≠ 0 и система и ошибка называются статическими. Ошибка зависит от вида входного воздействия, места его приложения и степени астатизма ν (числа нулевых полюсов) разомкнутой системы. По умолчанию подразумевают вход задания r(t) и вид воздействия скачок 1(t) при нулевых начальных условиях, в ином случае условия получения ошибки должны оговариваться специально.
Передаточная функция ошибки воспроизведения задания определяется по ПФ разомкнутой системы как Wε(s) = 1/(1 + Wраз(s)), по передаточной функции замкнутой системы как Wε(s) = 1 – Wзам(s).
Относительная величина установившейся ошибки называется коэффициентом статизма (статизмом) системы по соответствующему каналу:

	Sr
	
	r (  )
	
	1
	
	– статизм от задания r(t),

	
	
	
	
	
	1  kc
	

	
	
	
	
	r
	
	

	S f
	
	
	f
	(  )
	
	k0
	– статизм от возмущения f(t).

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	1  kc
	

	
	
	
	
	f
	
	
	



Здесь k0 – коэффициент усиления объекта регулирования. Ошибку регулирования и статизм можно уменьшить, увеличивая общий коэффициент усиления системы kc, а по заданной величине статизма (относительной статической ошибки) системы можно выбрать требуемый коэффициент усиления.
Интеграторы с ПФ вида k/s, добавляемые вне цепи прямой связи сигнала ошибки, увеличивая порядок астатизма разомкнутой системы, позволяют полностью устранить ошибки статическую, по скорости, по ускорению.

Установившийся динамический режим имеет место при возмущенном движении системы с момента затухания свободной составляющей переходного процесса. Если входное воздействие аппроксимируется полиномом от t, т.е. разлагается в степенной ряд

	
	
	
	t 2
	t m
	

	r(t)
	
	A1t  A2
	
	...  Am
	
	
	1(t) ,
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	m!
	


[bookmark: page57]для расчета вынужденной составляющей ошибки используют метод коэффициентов ошибок. По этому методу передаточную функцию ошибки представляют в виде аналогичного ряда

W (s)	C0	C1s	C2s2	...	Cmsm ,

где С0 – коэффициент статической (позиционной) ошибки от k×1(t); С1 – коэффициент ошибки по скорости от линейной функции kt, С2 – коэффициент ошибки по ускорению от функции kt2.
Сравнивая две формы записи передаточной функции ошибки, находят значения коэффициентов ошибок (в обоих случаях полиномы нужно начать со свободного члена, а дробь пронормировать по сво-бодному члену знаменателя)

W (s) bm bm 1s ... b0 sm C0 C1S C2 s2 ... Cm sm ; an an 1s ... a0 sn
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Обычно вычисляют не более трех первых коэффициентов ошибок. Коэффициенты передачи составляющих входного воздействия вычисляются по ПФ разомкнутой системы и называются:
	Kст
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Пример 1. Пусть допустимая статическая ошибка воспроизведения скачка задания не должна превышать значения ε(∞) = 2 % или ε(∞) = 0,02. Для этого необходимо иметь полный коэффициент усиления системы не менее
	0,02
	1
	kc
	
	1  0,02
	49 .

	
	1  kc
	
	
	
	

	
	
	
	0,02
	



[image: ]Пример 2. Определить полную статическую ошибку для системы (рисунок 1.72), полагая, что r(t) = 1(t), f(t) = 2,2(t).
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                                                   Рисунок 1.72
Выражение для суммарной ошибки в операторной форме

	
	s ( s  7)(3 s  1)
	
	0, 07s

	E ( s )
	
	R ( s )
	
	F ( s ) .

	
	s ( s  7)(3s  1)  0, 028
	
	
	

	
	
	
	s ( s  7)(3s  1)  0, 028



Поскольку изображения входных сигналов равны 1/s и 2,2/s, полная статическая ошибка будет равна e ( ) lim sE ( s ) 0 . Благодаря
s	0
интегратору 4/s, значение ошибки от величины задания r(t) и возму-щения f(t) не зависит. Система является астатической относительно обоих воздействий.

Пример 3. Определить три первых коэффициента ошибки, вынужденную составляющую ошибки от воздействия r =r0 +vt+ at2 / 2 и добротность по скорости для системы, имеющей в разомкнутом состоянии ПФ .
Находим передаточную функцию по каналу ошибки


В общем виде вынужденная составляющая ошибки воспроизведения задающего воздействия равна r (t) C0 r(t) C1r (t) C2 r (t) .
Для задающего воздействия r r0 vt at2 / 2 находим производные r v at , r a и установившуюся динамическую ошибку в любой
	[bookmark: page59]момент времени
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	( v  at )
	a1 k  1
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	k 2


вычисляем по ПФ разомкнутой системы K bm [image: ]a n 1 k[image: ]1 k . 
Задания для самостоятельного решения.
Вариант1. Для системы (рисунок 1.73) определить относительную статическую и скоростную ошибки при r(t)=5t×1(t)
[image: ]



Рисунок 1.73
Вариант 2. Оценить статизм системы (рисунок 1.74) после замыкаия (k = 2)
[image: ]


Рисунок 1.74
Вариант 3. Рассчитать коэффициенты ошибок системы (рисунок 1.75) относительно задания
[image: ]




Рисунок 1.75
[image: ]Вариант 4. Найти коэффициенты ошибок по заданию С0, С1, С2 системы (рисунок 1.76)




Рисунок 1.76
[image: ]Вариант 5. Определить величину установившейся ошибки в системе (рисунок 1.77)




[bookmark: page60]Рисунок 1.77

Вариант 6. Для САУ с передаточной функцией разомкнутой системы  вычислить три первых коэффициента ошибок и оценить величину установившейся ошибки, если r(t)=2t2.
[image: ]Вариант 7. Определить величину установившейся ошибки в системе (рисунок 1.78) при входном воздействии r(t)=10t2.




Рисунок 1.78
Вариант 8. Определить величину установившейся ошибки в системе, если r(t)=10t и передаточная функция разомкнутой системы равна


Вариант 9. Написать общую формулу для определения при полиномиальном входном воздействии статической ошибки системы (рисунок 1.79). Определить статическую ошибку данной системы при r(t)=1+2t.
[image: ]


Рисунок 1.79
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