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ОБЩИЕ УКАЗАНИЯ К ВЫПОЛНЕНИЮ 
КОНТРОЛЬНЫХ РАБОТ 

 
Целью учебного курса «Техническая механика» является формирование у 

будущего специалиста строительного профиля представлений о подходах, ме-
тодах и упрощающих принципах, применяемых при инженерных расчётах 
элементов строительных конструкций, в том числе – статически неопредели-
мых, испытывающих условия сложного нагружения, а также циклически из-
меняющихся во времени напряжений. С целью выработки навыков выполне-
ния расчётов реальных конструкций в рамках нестоящего курса предусмотре-
но самостоятельное выполнение контрольной работы. 

Настоящее пособие предназначено для студентов ТулГУ дистанционной 
(заочной) формы обучения, совмещающих учебу с профессиональной деятель-
ностью, и содержит требования, предъявляемые к выполненным контрольным 
работам, основные теоретические сведения, составляющие содержание кон-
трольных заданий, а также примеры их выполнения. 

 
Требования, предъявляемые к выполненным контрольным работам: 

1. Каждый студент выполняет контрольную работу в сроки, предусмот-
ренные учебным графиком. Информация о перечне задач, входящих в кон-
трольную работу, помещается на сайте Интернет-института ТулГУ. 

2. Контрольные работы выполняются в текстовом или графическом компь-
ютерном редакторе, либо в рукописном виде в тетради, или на листах бумаги 
формата А4 с последующей оцифровкой изображения. В окончательном виде 
каждая контрольная работа должна быть представлена в виде одного компью-
терного файла. На титульном листе должны быть указаны: учебное заведение, 
институт, название дисциплины, номер контрольной работы, номера решае-
мых задач, фамилия, имя и отчество студента, номер учебной группы, номер 
зачётной книжки, индивидуальный шифр студента, фамилия и инициалы пре-
подавателя проверяющего работу (тьютора). Все листы представленной для 
проверки контрольной работы должны быть пронумерованы. На втором листе 
работы должно быть приведено оглавление, в котором указываются номера 
страниц каждой рассматриваемой задачи. Перед решением каждой задачи не-
обходимо поместить запись, содержащую индивидуальный шифр студента. 
Далее следует выписать полностью условие задачи, числовые данные и номер 
расчётной схемы, составить в масштабе аккуратный чертёж и указать на нём 
все величины, необходимые для расчёта, и в буквенном и в цифровом обозна-
чении. 

3. Исходные данные для выполнения контрольных работ должны быть 
выбраны по таблицам данного учебного пособия в соответствии с индиви-
дуальным шифром студента. Он состоит из шести цифр номера зачётной 
книжки студента, к которым дополнительно через дефис дописываются две 
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последние цифры того же номера зачётной книжки. Например, если у сту-
дента зачётная книжка имеет номер 361291, то при выполнении контроль-
ных работ он должен использовать индивидуальный шифр, который состо-
ит из набора следующих цифр: 361291-91. 

Далее, под цифрами шифра выписываются по порядку начальные бу-
квы русского алфавита: 

361291-91  
абвгде-жз 

 
Все исходные данные к задачам представлены в виде таблиц, верти-

кальные столбцы которых обозначены определёнными буквами. Из каждого 
такого столбца выбирается то данное, которое расположено в строке с номе-
ром, соответствующим числу над соответствующей буквой шифра. Напри-
мер, для приведённого выше примера индивидуального шифра студента для 
решения задачи №1 из табл. 1.1 данного пособия выписываем следующие 
исходные данные: 

номер схемы – 1,  мкНq /5==== , Р=8 кН, Р1=10 кН, мкНm ⋅⋅⋅⋅==== 4 , a=1,5м. 

4. Решения задач должны сопровождаться краткими пояснениями и чер-
тежами, на которых все входящие в расчёт величины следует указывать в 
числах, соответствующих рассматриваемому варианту задачи. Каждую 
формулу в расчёте следует сначала записать в буквенном виде, затем под-
ставить соответствующие числовые значения и, не приводя промежуточ-
ных вычислений, записать ответ с указанием размерности определяемой 
величины. Инженерные расчёты производятся в десятичных дробях с точ-
ностью до третьей значащей цифры после запятой. 

5. В случае, если выполненная контрольная работа содержит ошибки, 
она возвращается студенту для исправления. 

Все исправления следует внести в электронный документ (вместо ошибоч-
ных записей). Исправления, представленные отдельно от работы, к рассмотре-
нию не принимаются. Таким образом, окончательный материал должен пред-
ставлять собой единую, полностью оформленную контрольную работу, содер-
жащую правильное решение. Этот электронный документ повторно отсылает-
ся на проверку.  

6. Контрольная работа должны быть выполнена и зачтена к моменту 
проведения промежуточной аттестации. 
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ЗАДАЧИ, ВХОДЯЩИЕ В КОНТРОЛЬНЫЕ РАБОТЫ 

ЗАДАЧА № 1 
 
Для заданной статически неопределимой стальной балки требуется: 
1) раскрыть статическую неопределимость; 
2) построить эпюру изгибающих моментов; 
3) подобрать двутавровое сечение по условию прочности балки; 
4) определить угол поворота сечения L и прогиб в сечении К. 
Для всех вариантов принять: расчётное сопротивление R= 160 МПа, мо-

дуль упругости МПа102 5⋅=E . 
Числовые данные берутся из табл. 1.1, расчётные схемы – по рис. 1.1. 

 
Таблица 1.1 

Числовые данные к задаче № 1 
 

Номер Номер 
расч. 

Нагрузка  

строки схемы 
по  

рис. 1.1 

q, 
кН/м 

P, 
кН 

P1, 
кН 

m, 
кН⋅м 

Размер 
a, м 

1 1 5 10 10 4 1,0 
2 2 4 8 5 6 1,5 
3 3 8 6 8 4 1,0 
4 4 10 8 12 2 0,8 
5 5 12 5 7 5 1,2 
6 6 6 7 10 7 1,0 
7 7 5 10 6 3 1,2 
8 8 10 11 9 4 0,8 
9 9 8 8 7 5 0,6 
0 10 7 5 10 6 1,0 
 З З ж б в Г 

 

МЕТОДИЧЕСКИЕ  УКАЗАНИЯ  К  РЕШЕНИЮ  ЗАДАЧИ № 1 
 

Основные теоретические сведения и расчётные формулы 
1. Определение перемещений методом Мора. Вычисление интеграла 

Мора методом перемножения эпюр 
Расчёт статически неопределимых конструкций требует вычисления пе-

ремещений их сечений. 
Универсальным способом определения перемещений является энерге-

тический. В применении к балкам и плоским рамам этот метод приводится  
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Рис. 1.1. Расчётные схемы 
статически неопределимых балок к задаче № 1 

 
к вычислению интеграла Мора: 

∑∑∑∑ ∫∫∫∫
==== ⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅====
n

i il ii

iPi dz
IE

MM

1
∆ ,                                              (1.1) 

где ∆ - искомое перемещение (линейное перемещение или угол поворота); 

il  - длина участка балки или рамы;  

ii IE  - изгибная жёсткость этого участка; 

PiM  - изгибающий момент от внешней нагрузки в произвольном сечении 
на участке il ; 

iM  - изгибающий момент от единичной нагрузки в том же сечении; 
n - число участков il , на которые разбивается данная балка или рама.  

Для определения перемещения по формуле Мора необходимо:  
1) рассмотреть так называемое грузовое (заданное) состояние конструк-
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ции, записав выражения для вычисления внутренних усилий, действующих 
в произвольно выбранном поперечном сечении каждого стержня от дейст-
вия внешних нагрузок; 

2) рассмотреть единичное состояние, для чего снять с конструкции все 
действующие на неё нагрузки и приложить в сечении, перемещение кото-
рого определяется, по заданному направлению единичную силу (при опре-
делении линейного перемещения) или единичный момент (при вычислении 
углового перемещения); 

3) записать выражения для изгибающих моментов, действующих в про-
извольно выбранном поперечном сечении каждого стержня от единичной 
нагрузки; 

4) составить интеграл Мора, и после интегрирования по участкам всей 
конструкции, вычислить искомое перемещение. 

Если искомое перемещение получилось отрицательным, то это означает, 
что действительное перемещение противоположно принятому направле-
нию единичной нагрузки. 

Интеграл Мора можно вычислять графоаналитически, если предвари-
тельно построены эпюры моментов от заданной и единичной нагрузок.  

Расчётная формула в этом случае имеет вид 

,
11
∑∑∑∑∑∑∑∑ ∫∫∫∫
========

====
⋅⋅⋅⋅====

n

i i

iPi
n

i il i

iPi
EI

y
dz

EI

MM ω∆                                    (1.2) 

где Piω  - площадь эпюры PiM  от заданной нагрузки на участке il ; 

iy  - ордината эпюры iM от единичной нагрузки, расположенная под цен-
тром тяжести эпюры PiM  на участке il . 

Этот способ вычисления интеграла Мора называется «перемножением 
эпюр», или правилом Верещагина. 

Метод перемножения эпюр применим для определения перемещений в 
конструкциях, состоящих из прямолинейных элементов, жёсткость кото-
рых в пределах отдельных её участков постоянна. 

Для определения перемещений по Верещагину необходимо: 
1) построить эпюры внутренних силовых факторов от действия внешних 

сил, при изгибе – эпюру изгибающих моментов; 
2) построить эпюры внутренних силовых факторов от действия единич-

ной силы (момента), приложенной в сечении,  перемещение которого оп-
ределяется, по заданному направлению (при изгибе – единичную эпюру из-
гибающих моментов); 

3) вычислить искомое перемещение для каждого участка путем ум-
ножения площади нелинейной эпюры на ординату линейной эпюры, взя-
тую под центром тяжести нелинейной, и деления результата на жёсткость 
рассматриваемого участка. 

Ординаты iy  на эпюре iM  вычисляются из подобия соответствующих 
треугольников (рис. 1.2). 
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Рис. 1.2.  Пример применения правила Верещагина 

 
В тех случаях, когда обе эпюры прямолинейны, можно умножать пло-

щадь любой из них на ординату другой под центром тяжести первой. 
Если эпюра от внешней нагрузки имеет сложный вид, то рекомендуется её 

представить в таком виде, чтобы вычисление её площади и положения центра 
тяжести было наиболее простым. 

Произведение iPi y⋅⋅⋅⋅ω  отрицательно, если эпюры от внешних нагрузок и 
единичной силы (момента) противоположны по знаку, т.е. расположены по 
разные стороны от оси стержня. Это означает, что направление перемеще-
ния противоположно направлению единичной силы (момента). 

 
2. Статически неопределимые балки. Метод сил 
 
Балка называется статически неопределимой, если внутренние силовые 

факторы в её поперечном сечении не могут быть определены только из 
уравнений статики. Статическая неопределимость обусловлена наличием 
лишних связей, то есть таких связей, которые не являются необходимыми 
для обеспечения геометрической неизменяемости конструкции. В балках 
лишними связями служат дополнительные опоры. 

Разность между числом опорных реакций балки и числом возможных 
уравнений статики называется её степенью статической неопределимости, 
или числом «лишних» неизвестных. 

Одним из методов, используемых для расчёта статически неопредели-
мых систем, является метод сил. 

Расчёт начинается с выбора так называемой основной системы рассмат-
риваемой конструкции. Статически определимая система, получаемая из 
заданной отбрасыванием лишних связей, называется основной системой. 
Как правило, для заданной конструкции можно предложить несколько ва-
риантов основных систем, из которых для дальнейшего расчёта выбирается 
один. При расчёте статически неопределимой балки удобно удалять внут-
реннюю связь, помещая шарнир на промежуточной опоре или в жёсткой 
заделке (рис. 1.3). В этом случае лишней неизвестной будет опорный мо-
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мент. 
 

 
Рис. 1.3.  Схемы статически неопределимых балок (а) и соответствующие 

им основные системы (б) 

 
Если основную систему загрузить заданными нагрузками и реакциями 

отброшенных связей, получим эквивалентную систему, которая при опре-
делённых величинах этих реакций деформируется так же, как заданная 
конструкция. Реакции iX  отброшенных связей определяется из очевидного 
условия: перемещения по направлениям iX  в эквивалентной системе 
должны равняться нулю. Для конструкции с одной лишней связью это ус-
ловие записывается в виде одного канонического уравнения метода сил: 

,01111 ====++++ PX ∆δ                                                  (1.3) 
где 11δ  - перемещение в основной системе по направлению 1X  от действия 

единичной силы 11 ====X  или единичного момента 11 ====X ; 

P1∆  - перемещение в основной системе по направлению 1X  от действия 
внешних нагрузок.  

Для вычисления 11δ  и P1∆  необходимо предварительно построить эпю-

ры изгибающих моментов: 1M  - от единичной силы (момента) 11 ====X  и 

PM  - от внешних нагрузок. Коэффициент 11δ  при 1X  вычисляется умно-

жением эпюры 1M  на эту же эпюру, а P1∆  - перемножением эпюр PM  и 

1M . Символически это можно записать так:  

11δ = 
1

EI
( 11 MM ⋅⋅⋅⋅ );     P1∆ = 

1

EI
( 1MM P ⋅⋅⋅⋅ ).                                (1.4) 

Определением реакции 1X  из канонического уравнения заканчивается 
раскрытие статической неопределимости балки с одной лишней связью. 
Остальные опорные реакции вычисляются из уравнений равновесия, счи-
тая теперь 1X  известной величиной. 

Перемещения в статически неопределимой системе после раскрытия её 
неопределимости находятся непосредственным вычислением интеграла 
Мора, либо перемножением эпюр. 

Для вычисления прогиба в каком-либо сечении балки следует по на-
правлению искомого перемещения к основной системе приложить единич-
ную силу 1====P  (при вычислении угла поворота – единичный момент 

1====M ) и построить эпюру изгибающих моментов M от действия этой еди-
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ничной нагрузки. Искомое перемещение вычисляется путем перемножения 
окончательной эпюры изгибающих моментов M на вновь построенную 
эпюру M. 

ПРИМЕР  РЕШЕНИЯ  ЗАДАЧИ № 1 
 

Для статически неопределимой балки (рис. 1.4, а) требуется: 
1) раскрыть её статическую неопределимость; 
2) построить эпюру изгибающих моментов от действия внешних (про-

лётных) нагрузок; 
3) подобрать двутавровое сечение балки из условия её прочности; 
4) определить угол поворота сечения L и прогиб балки в сечении К. 

 
Числовые данные к задаче: 

q = 6 кН/м; M = 4 кН⋅м; а = 1,2 м; R = 160 МПа; МПа102 5⋅⋅⋅⋅====E . 
 

1. Вычисляем степень статической неопределимости балки. 
По условиям закрепления имеем четыре опорных реакции: две на опо-

ре А и по одной на опорах В и С. Для плоской системы сил можно соста-
вить только три уравнения равновесия, поэтому степень статической неоп-
ределимости балки n = 4-3 = 1, т.е. система один раз статически неопреде-
лима. 

2. Выбираем основную систему (о.с.). Для этого разрезаем балку над 
средней опорой, тем самым, устраняя лишнюю связь, и вставляем над опо-
рой промежуточный шарнир. «Лишней» неизвестной в этом случае будет 
изгибающий момент в опоре В, который обозначаем 1X . На рис. 1.4, б по-
казана основная система. Загружая основную систему пролетными нагруз-
ками и лишней неизвестной, получаем эквивалентную систему (э.с.) 
(рис. 1.4, в). Достоинство принятой основной системы при врезании шар-
нира именно в сечении над опорой состоит в том, что теперь оба пролёта 
работают как самостоятельные балки АВ и ВС, и при построении эпюр мо-
гут рассматриваться отдельно друг от друга. 

 
3. Строим в основной системе эпюру изгибающих моментов от задан-

ной нагрузки PM . 
Рассмотрим участок АВ. Так как на этом участке нагрузок нет, для по-

строения эпюры достаточно знать величины изгибающих моментов в сече-
ниях А и В. На опоре А по условию М = 4 кН⋅м; на опоре В изгибающий 
момент равен нулю (опорный момент 1X  не учитываем), эпюра моментов 
ограничена прямой линией. 
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Рис. 1.4. Статически неопределимая балка: 
а) - заданная система; б) - основная система; 

в) - эквивалентная система; г) - грузовая эпюра PM ; 
д) - единичная эпюра 1M ; е) - эпюра 11 XM ⋅⋅⋅⋅ ; 

ж) - окончательная эпюра M; з) - эпюра от единичного момента MM ; 

и) - эпюра от единичной силы PM  

 
 
Рассмотрим участок ВС (рис. 1.4, в). Опорный момент 1X  здесь также 

не учитываем. 
Вследствие симметрии пролётной нагрузки реакции опор будут оди-

наковыми:  

кН 2,7
2

2,126
2
2 ====⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅======== aq

RR CB . 
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Изгибающий момент в произвольном сечении  z  

2
6

2,7
2

)(
22 z

z
qz

zRzM B −−−−====−−−−⋅⋅⋅⋅====  

и эпюра изгибающего момента ограничена квадратной параболой. 
Строим эту параболу по трём лежащим на ней точкам: 
 

.0,м4,2

;мкН 32,4
2
2,16

2,12,7,м2,1

;0,0

2

max

========

⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅========

========

CC

BB

Mz

Mz

Mz

 

Эпюра PM  показана на рис. 1.4, г. 

4. Строим эпюру 1M  от единичного момента 11 ====X . Внешнюю нагруз-
ку M и q, приложенную к балке (рис. 1.4, в), не учитываем. 

В сечениях А и С изгибающие моменты равны нулю, а в сечении В из-
гибающий момент равен единице. Эпюра 1M  линейна, её вид показан на 
рис. 1.4, д. 

5.Составляем каноническое уравнение метода сил 

01111 ====++++ PX ∆δ . 

Вычисляем коэффициент δ11 при неизвестном. Для этого эпюра 1M  
умножается сама на себя. Разбиваем эпюру на два треугольника высотой, 
равной 1, и с основаниями 3,6 м и 2,4 м. Площадь каждого из них умножа-
ем на ординату, расположенную в центре тяжести каждого из них 
(рис. 1.4, д): 

.667,0
3

2
;14,2

2

1

;667,0
3

2
;16,3

2

1

);(
1

22

11

221111

========⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====

========⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====

++++====

y

y

yy
EI

ω

ω

ωωδ

 

После подстановки числовых значений имеем 

EIEI

2

3

2
14,2

2

1

3

2
16,3

2

11
11 ====







 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅========δ . 

Для определения P1∆  перемножаем эпюры PM  и 1M  (рис. 1.4, г, д). Пло-
щадь параболического сегмента вычисляется по формуле 

ωпар

ql=
3

12
, 

где     q - интенсивность распределённой нагрузки; 
l - длина участка балки под нагрузкой. 

Вычисляем свободный член канонического уравнения P1∆ : 
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12
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;333,0
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1
;46,3

2

1

);(
1

)(

2

3

2

11

221111

========
⋅⋅⋅⋅====

========⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====

⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅====

y

y

yy
EI

MM

P

P

PPPP

ω

ω
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Произведя соответствующие вычисления, получаем 

.
856,5

2

1

12

4,26

3

1
46,3

2

11 3

1 EIEIP ====













⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====∆  

Тогда каноническое уравнение принимает вид 

,0
856,52

1 ====++++
EI

X
EI

 

откуда находим 

мкН93,2
2
856,5

1 ⋅⋅⋅⋅−−−−====−−−−====X . 

Отрицательное значение 1X  говорит о том, что истинное направление мо-
мента над промежуточной опорой обратно принятому первоначально и пока-
занному на рис. 1.4, в. 

 
6. Строим эпюру изгибающих моментов. 
Считая момент 1X  внешней нагрузкой, можно определить опорные ре-

акции, рассматривая каждый пролет балки отдельно, а затем построить 
эпюру моментов обычным способом, как это выполнялось для статически 
определимой балки. В данном случае удобнее воспользоваться уже постро-
енными эпюрами. 

Эквивалентная система находится под действием заданных пролётных 
нагрузок и вычисленного момента 1X . Следовательно, окончательная эпю-
ра изгибающих моментов может быть представлена суммой двух эпюр  

.1XMMM P ⋅⋅⋅⋅++++====  

Первая эпюра уже построена (рис. 1.4, г), а вторая получается умно-
жением ординат эпюры 1M  (рис. 1.4, д) на вычисленное значение 1X . 

Эпюра 1XM ⋅⋅⋅⋅  показана на рис. 1.4, е. Геометрически складываем эпюры 

PM  и 1XM ⋅⋅⋅⋅  (рис. 1.4, г, е), суммируя ординаты эпюр в характерных точ-
ках: 

.0;мкН93,293,20

;мкН85,247,132,4;мкН404

====⋅⋅⋅⋅−−−−====−−−−====
⋅⋅⋅⋅====−−−−====⋅⋅⋅⋅====++++====

CB

EA

MM

MM
 

По найденным значениям М строим окончательно эпюру изгибающих 
моментов (рис. 1.4, ж). 

Для проверки правильности расчётов и построения эпюры изгибаю-
щих моментов можно использовать условие равенства нулю угла поворота 
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смежных сечений балки над средней опорой (перемещение по направле-
нию отброшенной связи). Этот угол вычисляется перемножением оконча-
тельной эпюры моментов (рис. 1.4, ж) на эпюру 1M  (рис. 1.4, д). При пе-
ремножении эпюру М удобно представить в виде трёх треугольников, по-
казанных пунктирными линиями на рис. 1.4, ж, и параболического сегмен-
та. 

Угол поворота смежных сечений балки над средней опорой вычислим 
методом перемножения эпюр: 

)(
1

24231211 yyyy
EIB ωωωωθ ++++++++++++==== . 

Площади эпюр и соответствующие ординаты под их центрами тяжести 

2

1
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12

4,26

12

;
3

2
;516,393,24,2

2

1

;
3

2
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2

1

;
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1
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2

1

2

33

4

23

12

11

========⋅⋅⋅⋅========

====−−−−====⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−====

====−−−−====⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−====

========⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====

y
ql

y

y

y

ω

ω

ω

ω

 

определяются по соответствующим эпюрам (рис. 1.4, ж) и (рис. 1.4, д). 
Итак, 

.0
860,5856,5

)
2

1
912,6

3

2
516,3

3

2
274,5

3

1
2,7(

1

)(
1

24231211

≈≈≈≈
−−−−====⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅====

====++++++++++++====

EIEI

yyyy
EIB ωωωωθ

 

 
Небольшая погрешность вычислений 

%068,0%100
856,5

860,5856,5
====⋅⋅⋅⋅

−−−−
====∆ , 

не превышающая 5 % , возникла в результате округлений. Полученный ре-
зультат свидетельствует о том, что эпюра изгибающих моментов построена 
правильно. 

7. Подбираем сечение балки по условию прочности. 
При изгибе условие прочности имеет вид 

R
W

M

x

x ≤
max

 или 
R

M
W x

x
max

≥ . 

По эпюре М (рис. 1.4, ж) находим максимальный момент 

мкНM x ⋅⋅⋅⋅==== 4max , а по условию задачи R = 160 МПа. Подставляя эти числа в 
последнюю формулу, получим величину требуемого момента сопротивле-
ния двутавра: 
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.см 25м1025
10160

104 336
6

3
====⋅⋅⋅⋅====

⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅≥≥≥≥ −−−−

xW  

По таблицам сортамента прокатной стали подбираем номер двутавра и 
выписываем его геометрические характеристики:  

 

двутавр №10, 3см 7,39====xW , 4см 198====xI . 
(Момент сопротивления подобранного двутавра значительно больше требуемо-
го расчётного, но меньшего размера в таблице нет, поэтому принимаем двутавр 
№10). 
 

8. Определяем перемещения. 
Определяем угол поворота сечения L (рис. 1.4, з). 
Для этого приложим в сечении L основной системы единичный мо-

мент 1====M  и построим эпюру моментов MM . Угол поворота сечения L 
вычисляем, перемножая эпюры М и MM  (рис. 1.4, ж, з): 

)(
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


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.рад1068,7
10198102

10042,3 3
811

3
−−−−
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⋅⋅⋅⋅====Lθ  

Результат получен со знаком плюс, следовательно, поворот сечения L 
происходит по направлению единичного момента 1====M , то есть по часо-
вой стрелке. 

 
Определяем прогиб в сечении К (рис. 1.4, и). 
Приложим в сечении К основной системы единичную силу P = 1 и по-

строим от неё эпюру моментов PM . Так как сила P = 1 приложена в сере-
дине пролета AB, опорные реакции будут равны и направлены вверх: 

RA = RB = 0,5. 
Определяем моменты в характерных точках участка АВ: 

MA = 0;   МK = 0,5⋅18,  = 0,9 м;   MB = 0. 
Прогиб в сечении К вычисляется перемножением эпюр М и PM  

(рис. 1.4, ж, и). Так как из-за симметрии эпюры PM  положение её центра 

тяжести находится элементарно – он находится посередине пролёта АВ, а 
эпюра М на этом участке линейная, то удобнее умножать единичную эпю-
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ру PM  на окончательную М. В этом случае площадь берётся с эпюры PM , 

а соответствующая ордината с эпюры М равна величине средней линии 
трапеции, то есть алгебраической полусумме её оснований: 
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93,24
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1
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Прогиб в долях жёсткости будет равен 
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811

3
====⋅⋅⋅⋅====

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅======== −−−−

−−−−
x

K EI
f  

Результат получен со знаком плюс, следовательно, прогиб направлен в 
сторону приложенной единичной силы, то есть вниз. 
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ЗАДАЧА № 2 
 

Стальной вал постоянного сечения вращается с частотой n (об/мин) и 
передает мощность N (кВт). Требуется подобрать диаметр вала из условия 
его прочности при совместном действии изгиба и кручения, если известны 
предел текучести материала σт и коэффициент запаса прочности  nт = 3. 

Числовые данные берутся из табл. 2.1, расчётные схемы по рис. 2.2. 
Необходимые характеристики материала приведены в табл. 2.2. 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ  УКАЗАНИЯ  К  РЕШЕНИЮ  ЗАДАЧИ № 2 
 

Основные теоретические сведения  и расчётные  формулы 
 

Расчёт вала на статическую прочность начинается с определения дейст-
вующих на него нагрузок. Нагрузки на вал передаются через шкивы или 
шестерни. Зная величину передаваемой мощности N и число оборотов в 
минуту n, можно определить величину крутящего момента, действующего 
на участке вала между шкивами по формуле 








 ⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====

с

мкН
02,1

с

мкг
102кВт1;мкН

30
02,1

n

N
Mкр π

.          (9.1) 

По величине крутящего момента вычисляются окружные усилия, прило-
женные к шкивам и передающиеся на вал. Эти усилия раскладываются на вер-
тикальные и горизонтальные составляющие. 

Усилия, передающиеся на вал через шестерню зубчатого зацепления 
(рис. 2.1): 

;
2

;
2 D

M
P

D
PM к

к ========     .sin;cos αα PPPP yx ========  

 

 
 

Рис. 2.1. Приведение окружных усилий, действующих 
на шестерню зубчатого зацепления, к оси вала 
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Рис. 2.2. Расчётные схемы валов 
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Таблица 2.1 
Числовые данные к задаче № 2 

 
 

Номер 
строки 

 
Номер 
расч. 
схемы 

 
Размер, м 

 
N, 

 
n, 

 
 

Марка 
стали 

 по  
рис. 38 

a 
 

b c 1D  2D  кВт об/мин   

1 1 0,5 0,3 0,3 0,4 0,6 20 120 5 
2 2 0,4 0,5 0,5 0,2 0,6 15 380 45 
3 3 0,3 0,7 0,3 0,3 0,5 10 380 40Х 
4 4 0,4 0,3 0,5 0,2 0,4 16 280 3 
5 5 0,6 0,8 0,4 0,4 0,6 18 280 40ХН 
6 6 0,4 0,5 0,3 0,3 0,6 12 120 35 
7 7 0,5 0,3 0,3 0,2 0,5 14 120 4 
8 8 0,6 0,4 0,5 0,5 0,5 20 280 30ХГТ 
9 9 0,4 0,6 0,3 0,4 0,4 15 380 3 
0 10 0,8 0,4 0,7 0,3 0,5 17 380 30 
 з ж а б в г д ж е 

 
 

Таблица 2.2 
Механические характеристики сталей  

 
 Предел Предел Предел выносливости 

Марка 
стали 

текучести 

тσ , МПа 
прочности 

вσ , МПа 
при изгибе 

1−−−−σ , МПа 
при кручении 

1−−−−τ , МПа 

3 
4 
5 
30 

30ХГТ 
35 

40Х 
40ХН 

45 

250 
280 
280 
300 
750 
320 
500 
650 
280 

420 
460 
520 
500 
950 
540 
730 
820 
560 

195 
220 
220 
235 
450 
260 
320 
360 
250 

115 
- 

130 
125 
260 
155 
200 
210 
150 

Примечание. Если τ-1 в таблице не дано, то используется эмпирическая 
формула τ-1 ≈≈≈≈  0,6 σ-1. 

 
Усилия, передающиеся на вал через шкив ремённой передачи 

(рис. 2.3): 

;
222

2
D

t
D

t
D

tMкр ====−−−−====   ;
2

D

M
t кр====  

.sin;cos;3 αα QQQQtQ yx ============  



 22

 
Рис. 2.3. Приведение окружных усилий, действующих 

на шкив ремённой передачи, к оси вала 
 
Нагрузки, действующие на вал, вызывают его кручение и изгиб в двух 

взаимно перпендикулярных плоскостях. Для расчёта вала на прочность 
следует построить эпюры изгибающих моментов в вертикальной xM  и го-
ризонтальной yM  плоскостях и эпюру крутящих моментов крM . 

Условие прочности вала записывается для опасного сечения, в кото-
ром расчётный (приведенный) момент имеет максимальную величину.  

По третьей гипотезе прочности расчётный момент в опасном сечении вы-
числяется по формуле 

,222
крyxр MMMM ++++++++====                                         (9.2) 

где  рM  - расчётный момент; 

xM , yM  - изгибающие моменты в рассматриваемом сечении вала; 

крM  - крутящий момент в этом же сечении. 

Если положение опасного сечения не очевидно, вычисляются расчётные 
моменты для нескольких сечений вала и для дальнейшего расчёта выбирается 
сечение с наибольшим расчётным моментом. 

Из условия прочности вала 

],[

32

3

maxmax

σ
π

≤≤≤≤====
d

M

W

M р

и

р
                                      (9.3) 

где max
рM  - максимальный расчётный момент; 

Wи - момент сопротивления сечения при изгибе;  
[σ] - допускаемое напряжение, определяемое по пределу текучести σт 

и запасу прочности nт отношением 
т

т][
n

σσ ====  

вычисляется требуемое значение диаметра вала  

.
][

32
3

max

σπ ⋅⋅⋅⋅
≥≥≥≥ pM

d                                                    (9.4) 
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ПРИМЕР  РЕШЕНИЯ  ЗАДАЧИ № 2 
 

Стальной вал постоянного сечения (рис. 2.6, а) вращается с постоян-
ной угловой скоростью n = 120 об/мин и передает через шкив диаметром 
D2 = 0,6 м, мощность N = 20 кВт. 

Подобрать диаметр вала из условия его прочности, если вал изготов-
лен из стали марки Ст. 50 с пределом текучести материала σт = 380 МПа  и 
коэффициент запаса прочности по отношению к пределу текучести nт= 3. 

Остальные числовые данные к задаче: 
а = 0,3 м;  b = 0,3 м;  с = 0,2 м;  D1 = 0,3 м. 

1. Определение нагрузок, передающихся на вал. 
На рис. 2.6, а показаны усилия, приложенные к шкиву (сечение D) и к 

шестерне (сечение B). 
Крутящий момент, передаваемый через шкив на вал: 

 

.кНм62,1
120

2030
02,1

30
,021 ====

⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====

⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====

ππ n

N
Mк  

Нагрузки, действующие на вал, определяются с учётом того, что ок-
ружные усилия, приложенные к шкивам (рис. 2.4, 2.5), при переносе их в 
центр поперечного сечения вала приводятся к силам, изгибающим его в 
двух плоскостях, и скручивающему моменту (рис. 2.6, б). 

 

.0

;кН 8,10

;кН 8,10
3,0
62,122

:
2 1

1

========

============

====⋅⋅⋅⋅============

xг

yв

к
к

PP

PPP

D

M
P

D
PM

 

 
 
 

 

.кН 10,860cos2,1660cos

;кН 03,1460sin2,1660sin

;кН 2,164,5332

кН4,5
6,0

62,122
222

2

2

222

================

================

====⋅⋅⋅⋅========++++====

====⋅⋅⋅⋅========

====−−−−====

oo

oo

QQQ

QQQ

tttQ

D

M
t

D
t

D
t

D
tM

xг

yв

к

к

 

 
      Расчётная схема вала показана на рис. 2.6, б. 

 

D 3= 0, м 1

х

у

Р

B

 

Рис. 2.4. Шестерня В  

D = 0,6м 2

х

у

t
2t60

D

 
Рис. 2.5. Шкив D 
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Ру

х

zМкА С

1,62

М  , кН мк
.

у

z
R  =0,72кНАу R 24 = ,11кНCу

М  , кН мx
.

а)

б)

в)

г)

д)

е)

ж)

QхQy

а=0, м3 b 3=0, м c 2=0, м

Р=10,8кН Q 14 03 = , кНу

В D

0,216

2,806

А С
В D

x

z
R  ,7=2 кНАx R 10 8 = , кНCx

М  , кН мy
.

Q 8 1 = , кНx

0,81
1,62

А С
В D

а=0, м3 b 3=0, м c 2=0, м

А
В С D

D =0,3 м1

D =0,6 м2

Р
60

2t

t

х

у

O

Мк

 
Рис. 2.6. Расчётная схема и эпюры моментов внутренних 

усилий в поперечных сечениях вала 

 
2. Построение эпюр изгибающих и крутящих моментов. 

Из условий нагружения вала следует, что он испытывает кручение на 
участке BD постоянным крутящим моментом мкН 62,1 ⋅⋅⋅⋅====крM , эпюра кото-

рого показана на рис. 2.6, в.  
Схема нагрузок, приложенных к валу в вертикальной плоскости, пред-

ставлена на рис. 2.6, г. Для построения эпюры изгибающих моментов от 
действия этих сил, вал рассматривается как простая двухопорная балка, 
для которой следует вычислить вертикальные опорные реакции: 
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;кН11,24

;06,08,003,143,08,10;0

====

====⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅====∑∑∑∑

C

C

y

yA

R

Rm
 

.кН72,0

;02,003,143,08,106,0;0

====

====⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅====∑∑∑∑

A

A

y

yC

R

Rm
 

Проверка вычислений опорных реакций: 
.003,1411,248,1072,0;0 ====−−−−++++−−−−====∑∑∑∑Y  

 
Вычисляем изгибающие моменты от действия вертикальных сил в ха-

рактерных сечениях вала: 

.мкН80,22,003,14;0

;мкН216,03,072,0;0

⋅⋅⋅⋅−−−−====⋅⋅⋅⋅−−−−====−−−−========

⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅========

cQMM

aRMM

y
C
x

D
x

y
B
x

A
x A  

По вычисленным значениям построена эпюра изгибающих моментов 

xM , от действия сил, расположенных в вертикальной плоскости 
(рис. 2.6, д). 

На рис. 2.6, е показаны нагрузки, приложенные к валу в горизонталь-

ной плоскости (для наглядности чертежа схема повернута на o90 ). 
Для построения эпюры изгибающих моментов от действия этих сил вы-

числяются горизонтальные опорные реакции: 

.кН 7,2;02,01,86,0;0

;кН 8,10;08,01,86,0;0

−−−−========⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅====

========⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅====

∑∑∑∑

∑∑∑∑

AA

CC

xxC

xxA

RRm

RRm
 

Проверка  определения горизонтальных опорных реакций: 
.01,88,107,2;0 ====−−−−++++−−−−====−−−−++++====∑∑∑∑ xxx QRRX

CA
 

Изгибающие моменты в характерных сечениях вала:  

.мкН62,12,01,82,0;0

;мкН81,03,07,2;0

⋅⋅⋅⋅−−−−====⋅⋅⋅⋅−−−−====⋅⋅⋅⋅−−−−========

⋅⋅⋅⋅−−−−====⋅⋅⋅⋅−−−−====⋅⋅⋅⋅========

x
C
y

D
y

x
B
y

A
y

QMM

aRMM
A  

По вычисленным значениям момента строится эпюра yM  

(рис. 2.6, ж). 
3. Подбор поперечного сечения (определение диаметра вала). 
Материал вала – сталь марки Ст. 50, допускаемое напряжение для ко-

торой 

.МПа7,126
3

380
][

т

т ============
n

σσ  

Опасным для вала является сечение С, так как в этом сечении действу-
ет крутящий момент, а изгибающие моменты в вертикальной и горизон-
тальной плоскостях максимальны (рис. 2.6, в, д, ж).  

Величины моментов в сечении С : 
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.мкН62,1;мкН 62,1;мкН806,2 ⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅====
СCC крyx MMM  

Расчётный момент по третьей гипотезе прочности 
 

.мкН62,362,162,1806,2 222222max ⋅⋅⋅⋅====++++++++====++++++++========
CкрCyCx

C
pp MMMMM  

 
Искомый диаметр вала: 

м 0663,0
107,126

1062,332
][

32
3

6

3
3

max

====
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====≥≥≥≥

πσπ
pM

d . 

Принимаем диаметр вала d=66 мм. 
 
Указание: величину диаметра вала принимать, округляя до ближайшего 

чётного целого числа (мм), а также оканчивающегося на 5. 
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ЗАДАЧА № 3 

Для стального вала постоянного сечения, рассмотренного в предыду-
щей задаче, выполнить проверочный расчёт на прочность при напряжениях  
в его поперечных сечениях, циклически изменяющихся во времени. Счита-
ется, что нормальные напряжения изменяются по симметричному циклу, а 
касательные − по пульсационному. 

В расчёте учесть влияние на прочность вала концентрации напряже-
ний, создаваемой наличием шпоночных канавок в сечениях, где имеются 
шкивы, и влияние прессовой насадки подшипников – в опорных сечениях. 
Обработка поверхности вала – тонкая обточка. 

Нормативный запас усталостной прочности принять [n] = 1,5. 
Усилия, приложенные к валу и входящие в расчёт, берутся из решения 

задачи № 2; механические характеристики материала – из табл. 2.2. Необ-
ходимые справочные данные приводятся в методических указаниях к дан-
ной задаче. 

 

МЕТОДИЧЕСКИЕ  УКАЗАНИЯ  К  РЕШЕНИЮ  ЗАДАЧИ № 3 
 

Основные теоретические сведения  и  расчётные  формулы 
 
Основные понятия. 
Многие детали машин в процессе эксплуатации подвергаются дейст-

вию напряжений, циклически изменяющихся во времени (рис. 3.1), что 
приводит к появлению микротрещин, их росту и, как следствие этого, к 
разрушению материала. Разрушение под действием повторно-переменных 
напряжений называется усталостным разрушением или усталостью ма-
териала. 

Способность материала сопротивляться усталостному разрушению на-
зывается выносливостью. Проверочный расчёт на выносливость сводится к 
вычислению запаса усталостной прочности и сравнению его с норматив-
ным. 

 

 
 
Рис. 3.1. График изменения циклического напряжения во времени 
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1. Характеристики циклов напряжений.  
Напряжения, периодически изменяющиеся во времени, называются 

циклическими. На рис. 3.1 показана зависимость циклического напряжения 
от времени. 

Основные характеристики цикла: 
σmin - минимальное напряжение цикла; 
σmax - максимальное напряжение; 

2
minmax σσσ ++++====m  - среднее напряжение цикла;                                    (3.1) 

2
minmax σσσ −−−−====a  - амплитудное напряжение цикла. 

Каждый цикл характеризуется его коэффициентом асимметрии 

max

min
σ
σ====r .                                                       (3.2) 

Частными случаями циклов являются симметричный и пульсацион-
ный, графики которых приведены на рис. 3.2. 

Основные характеристики этих циклов следующие: 
симметричный цикл 

;1;;0;
max

min
maxmaxmin −−−−================−−−−====

σ
σσσσσσ ram                 (3.3) 

пульсационный цикл 
.0;5,0;0 maxmin ================ ram σσσσ                               (3.4) 

 

 
                           а                                                         б 
Рис. 3.2. Циклы напряжений: а - симметричный; б - пульсационный 
 

2. Предел выносливости.  
Максимальное напряжение цикла, при котором стандартный образец 

выдерживает неограниченное число циклов нагружений, не разрушаясь, 
называется пределом выносливости материала. Для предела выносливости 
принято обозначение σr (r - коэффициент асимметрии цикла).  

Для симметричного цикла r = -1, 
Поэтому предел выносливости, определяемый при чистом изгибе, обо-

значается σ-1, а при чистом кручении τ-1. 
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3. Коэффициент снижения предела выносливости. 
На величину предела выносливости материала, кроме коэффициента 

асимметрии цикла, влияет целый ряд различных факторов, в первую оче-
редь концентрация напряжений, размеры образца или детали, качество 
обработки поверхности. 

 Для того чтобы учесть влияние этих факторов, вводятся соответст-
вующие коэффициенты, величины которых определяются эксперименталь-
но или из теоретических предпосылок и приводятся в справочной литера-
туре. При решении рассматриваемой задачи используются табл. 3.1-3.4, в 
которых приводятся: 
kσ , kτ - эффективные коэффициенты концентрации для нормальных и касатель-

ных напряжений и коэффициенты снижения предела выносливости при 
прессовой посадке подшипников (табл. 3.1, 3.2); 

ψτ - коэффициент чувствительности материала к асимметрии цикла (табл. 3.3). 
εσ , ετ - коэффициенты влияния абсолютных размеров сечения соответственно 

для нормальных и касательных напряжений (табл. 3.4). 
Коэффициент влияния качества обработки поверхности β определяется по 

графикам, приведенным на рис. 3.3. 
Совместное влияние всех указанных факторов на величину предела 

выносливости детали учитывается коэффициентами снижения предела вы-
носливости по нормальным и касательным напряжениям 

дд
kk τσ , , вычис-

ляемым по эмпирическим формулам: 
 

1
1

;1
1 −−−−++++====−−−−++++====

βεβε τ

τ
τ

σ

σ
σ

k
k

k
k

дд
.                         (3.5) 

4. Запас усталостной прочности (выносливости). 
Запас усталостной прочности по нормальным напряжениям при сим-

метричном цикле нагружения определяется по формуле  

aд
k

n
σ

σ

σ
σ

1−−−−==== ,                                                     (3.6) 

где  σ-1 - предел выносливости материала; 
σа - амплитудное напряжение цикла. 
Запас усталостной прочности по касательным напряжениям при не-

симметричном цикле определяется по формуле  

maд
k

n
τψτ

τ

ττ
σ ++++

==== −−−−1  ,                                                (3.7) 

где  τ-1 - предел выносливости материала при кручении; 
τa, τm - амплитудное и среднее напряжения цикла. 

 
Запас выносливости вала при совместном действии изгиба и кручения 

определяется по эмпирической формуле 
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22
τσ

τσ

nn

nn
n

++++
====  .                                                  (3.8) 

Очевидно, что вычисленный запас выносливости должен быть не менее 
нормативного. 

 
Таблица 3.1 

Эффективные коэффициенты концентрации напряжений kσσσσ , kττττ 
для валов со шпоночными канавками 

 
Эффективные 
коэффициенты 
концентрации 

Предел прочности материала вσ , МПа 

kσ , kτ 
 

400 500 600 700 800 900 1000 1200 

σk  - при изгибе 1,30 1,38 1,46 1,54 1,62 1,69 1,77 1,92 

τk  - при кручении 1,20 1,37 1,54 1,71 1,88 2,05 2,22 2,39 
 

Таблица 3.2 
Коэффициенты снижения предела выносливости вала 

при прессовой посадке подшипника 
 

Коэффици-
енты 

Диа-
метр, 

Коэффициенты σσ ε/k  и ττ ε/k  для предела 
прочности материала вσ , МПа 

 мм 400 500 600 700 800 900 1000 1200 
 

σσ ε/k   
30 
50 

≥≥≥≥ 100 

2,25 
2,75 
2,95 

2,50 
3,05 
3,28 

2,75 
3,36 
3,60 

3,00 
3,66 
3,94 

3,25 
3,96 
4,25 

3,50 
4,28 
4,60 

3,75 
4,60 
4,90 

4,25 
5,20 
5,60 

 

ττ ε/k  
30 
50 

≥≥≥≥ 100 

1,75 
2,05 
2,17 

1,90 
2,23 
2,37 

2,05 
2,52 
2,56 

2,20 
2,60 
2,78 

2,35 
2,78 
2,95 

2,50 
3,07 
3,16 

2,65 
3,26 
3,34 

2,95 
3,62 
3,76 

 
Таблица 3.3 

Значения коэффициентов чувствительности материала 
к асимметрии цикла σψ , τψ  

 
Материал σψ  τψ  

Углеродистая сталь вσ =400...500 МПа 0,05 0,0 
Углеродистая  и легированная сталь 
                                   вσ =500...800 МПа 0,10 - 0,15 0,05 

Легированная сталь вσ =800...1200 МПа 0,15 - 0,20 0,05 - 0,10 
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Таблица 3.4 
Значение масштабного фактора εεεεσσσσ = εεεεττττ 
в зависимости от диаметра вала d 

 
Материал Коэффициенты  εεεεσσσσ = εεεεττττ  при диаметре d, мм 

 10 20 30 40 50 70 100 200 
Углеродистая сталь 

вσ =400...500 МПа 0,98 0,92 0,88 0,85 0,82 0,76 0,70 0,63 

Углеродистая  и ле-
гированная сталь 

вσ =500...800 МПа 
0,97 0,89 0,85 0,81 0,78 0,73 0,68 0,61 

Легированная сталь 

вσ =800...1200 МПа 0,95 0,86 0,81 0,77 0,74 0,69 0,65 0,59 

Легированная сталь 

вσ =1200...1400 МПа 0,94 0,83 0,77 0,73 0,70 0,66 0,62 0,57 

 

ПРИМЕР  РЕШЕНИЯ  ЗАДАЧИ № 3 
 

Произвести проверку на усталостную прочность вала, рассмотренного 
в задаче № 2. В расчёте принять, что нормальные напряжения изменяются 
по симметричному циклу, а касательные – по пульсационному. 

Учесть факторы, снижающие предел выносливости: концентрацию на-
пряжений, размеры и способ обработки поверхности детали. Нормативный 
запас усталостной прочности [n] = 1,5. Обработка поверхности вала – тон-
кая обточка. 

Необходимые данные для проверочного расчёта вала взяты из условия 
задачи № 2. 

 
 

Рис. 3.3. Зависимость коэффициента качества обработки 
поверхности β  от предела прочности материала: 

       1 - зеркальное полирование; 2 - тонкое шлифование; 
       3 - тонкая обточка; 4 - наличие окалины  
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1. Определение максимальных напряжений в сечении. 
Для рассчитываемого вала  опасным является сечение С, где моменты 

максимальные (рис. 2.6). 
Диаметр вала был определен при решении предыдущей задачи № 2. 

м1066мм66 3−⋅==d . 
Вычисляем моменты сопротивления сечения вала при его изгибе и круче-

нии: 

.м 104,56
16

)1066(
16

;м 102,28
32

)1066(

32

36
333

36
333

−−−−
−−−−

−−−−
−−−−

⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅========

⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅========

ππ

ππ

d
W

d
W

кр

изг

 

 
По эпюрам моментов (рис. 2.6 в, ж, д) находим крутящий и изгибаю-

щие моменты, действующие в сечении С: крутящий момент кM = 1,62 кНм; 
изгибающие моменты xM = 2,806 кНм и  yM = 1,62 кНм. 

 
Максимальные нормальные напряжения от совместного действия из-

гибов в двух плоскостях: 

.МПа9,114Па109,114
102,28

)1062,1()10806,2( 6
6

232322

max =⋅=
⋅

⋅+⋅=
+

=σ −
изг

yx

W

MM

 
Максимальные касательные напряжения от кручения 

.МПа7,28Па107,28
104,56

1062,1 6
6

3

max =⋅=
⋅
⋅==τ −

кр

к

W

M
 

2. Определение характеристик циклических напряжений. 
По условию задачи нормальные напряжения изменяются по симмет-

ричному циклу, следовательно 
;0====mσ    ;МПа9,114max =σ=σa    .1−−−−====r  

Касательные напряжения изменяются по пульсационному циклу 
;МПа35,147,285,05,0 max =⋅=τ=τ=τ am   .0====r  

3. Механические характеристики материала. 
Необходимые характеристики материала выписываются из табл. 2.2 (в 

данном примере – из справочника): для стали марки  Ст.50: σТ = 380 МПа;  

σв = 700 МПа; σ-1 = 300 МПа; τ-1 = 180 МПа. 
4. Вычисление коэффициентов снижения предела выносливости.  
Из табл. 3.1−3.4 выписываются коэффициенты, необходимые для рас-

чёта. Сечение С является опорным, и концентрация напряжений создаётся 
прессовой посадкой подшипника.  
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Используя данные табл. 3.2 (при σв = 700 МПа и  d = 66 мм), путём 
линейной интерполяции находим 

.66,2;75,3 =
ε

=
ε τ

τ
σ
σ kk

 

По рис. 3.3 определяем коэффициент влияния качества обработки по-
верхности при тонкой обточке: 

β = 0,90.  
Коэффициент чувствительности материала к асимметрии цикла берётся из 

табл. 3.4: 
ψτ = 0,05. 

 
Коэффициенты снижения предела выносливости с учётом всех рас-

смотренных факторов имеют следующие значения: 

.77,21
9,0

1
66,21

1

;86,31
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1
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5. Определение запаса усталостной прочности. 
Запас усталостной прочности при изгибе и кручении: 

 

.45,4
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Запас усталостной прочности при совместном действии изгиба и кру-

чения: 

.5,1][67,0
45,468,0

45,468,0
2222

=<=
+

⋅=
+

=
τσ

τσ n
nn

nn
n  

Запас усталостной прочности вала не обеспечен, так как он меньше 
нормативного. Диаметр вала необходимо увеличить или ввести упрочняю-
щую обработку. 

Примечание. Если опасным является сечение, в котором насажен шкив, 
то концентрация напряжений создаётся за счет шпоночной канавки и для 
определения коэффициентов  kσ, kτ, εσ и ετ нужно использовать табл. 3.1 и 
табл. 3.3. 
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ЗАДАЧА № 4 
 
С заданной точкой М детали связана система декартовых координат x, y, z. 

Расчётом определены координатные напряжения в этой точке: xσ , yσ , zσ , xyτ , 

yzτ , zxτ  (табл. 4.1). Провести исследование напряжённо-деформированного 

состояния окрестности точки М. Материал детали считать упругим и изотроп-

ным, с модулем упругости МПа102 5⋅⋅⋅⋅====E  и коэффициентом Пуассона 3,0====µ . 
Исследование напряжённо-деформированного состояния окрестности точ-

ки М детали выполнить в следующей последовательности. 

1) Изобразить в аксонометрии единичный элемент, выделенный в окрест-
ности точки М координатными сечениями, и показать напряжения, действую-
щие на гранях этого элемента. 

2) Записать тензор напряжений в этой точке в осях  x, y, z. 
3) Определить алгебраические инварианты тензора напряжений 1I , 2I , 3I . 
4) Записать алгебраические уравнения для определения главных напряже-

ний и главных осей тензора напряжений. Вычислить главные напряжения 1σ , 

2σ , 3σ . 
5) Вычислить направляющие косинусы главных осей напряжений I, II , III  

и изобразить в пространстве x, y, z оси главных напряжений I, II , III . 
6) Записать тензор напряжений в точке М в главных осях I, II , III . Опреде-

лить алгебраические инварианты этого тензора )0(
1I , )0(

2I , )0(
3I . Проверить пра-

вильность вычисления главных напряжений, сравнив величины алгебраических 

инвариантов )0(
1I , )0(

2I , )0(
3I  с величинами 1I , 2I , 3I  соответственно. 

7) Определить нормальное октσ  и касательное октτ  октаэдрические на-
пряжения. В пространстве главных осей I, II , III  изобразить одну из октадриче-
ских площадок и показать нормальное и касательное напряжения, действую-
щие на этой площадке. 

8) Определить величину наибольшего касательного напряжения maxτ . В 
пространстве главных осей I, II , III  изобразить площадку, на которой действует 
наибольшее касательное напряжение и показать это напряжение. 

9) Воспользовавшись соотношениями обобщённого закона Гука, опреде-
лить величины главных деформаций 1ε , 2ε , 3ε . 

10) Вычислить относительное изменение объема ∆ . 
11) Определить удельную потенциальную энергию упругой деформации 

окрестности точки М: 
- энергию изменения объёма VW , 
- энергию формоизменения ФW , 
- полную удельную энергию W . 
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12) Определить расчётное напряжение в точке М по гипотезе наибольших 

касательных напряжений III
pσ . 

13) Определить расчётное напряжение в точке М по гипотезе удельной 

потенциальной энергии формоизменения IV
pσ . 

14) Определить расчётное напряжение в точке М по гипотезе прочности 

Мора V
pσ . 

 
 
Числовые данные принимаются по табл. 4.1. 

 
Таблица 4.1 

Числовые данные к задаче № 4 
 

Величины напряжений, МПа Но-
мер 
стро-
ки 

xσ  yσ  zσ  xyτ  yzτ  xzτ  
cp 00 / σσ

 

1 -22 56 -71 0 0 -30 0,50 
2 52 -12 30 0 23 0 0,46 
3 -100 28 -64 -33 0 0 0,43 
4 80 -46 57 0 0 15 0,40 
5 -32 78 -67 0 -40 0 0,37 
6 60 -66 19 50 0 0 0,33 
7 -90 30 -47 0 0 -28 0,30 
8 70 -22 82 0 54 0 0,27 
9 -42 48 -51 -15 0 0 0,23 
0 74 -38 32 0 0 42 0,20 
 д е ж з ж 

 

МЕТОДИЧЕСКИЕ  УКАЗАНИЯ  К  РЕШЕНИЮ  ЗАДАЧИ № 4 
 

Основные теоретические сведения и расчётные формулы 
 

1. Тензор напряжений 
 
Напряжённое состояние малой окрестности точки деформируемого твёр-

дого тела определяется шестью независимыми компонентами тензора напря-
жений. 



 36

















====

zzyzx

yzyyx

xzxyx

НТ

σττ
τστ
ττσ

.      (4.1) 

Индексация напряжений иллюстрируется рис. 4.1, где x, y, z – координат-
ные оси, связанные с рассматриваемой точкой М деформируемого тела. 

Первый индекс у напряжения соответствует наименованию оси, нормаль-
ной к площадке, второй – оси, определяющей направление этого напряжения. 
Нормальное напряжение считают положительным, если оно направлено в на-
правлении внешней нормали к площадке. 
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Рис. 4.1. Напряжения на гранях выделенного элемента 
 

За положительное направление касательного напряжения принимают на-
правление соответствующей координатной оси, если положительное направле-
ние нормального напряжения на рассматриваемой площадке совпадает с поло-
жительным направлением соответствующей ему координатной оси. Все на-
пряжения, показанные на рис. 4.1, являются положительными. 

В соответствии с законом парности, касательные напряжения, симметрич-
ные относительно главной диагонали тензора напряжений, равны между собой. 

yxxy ττ ==== , xzzx ττ ==== , zyyz ττ ==== .                                     (4.2) 

 
 

2. Главные напряжения 
 

У любой точки деформированного тела можно выделить три взаимно-
перпендикулярные площадки, на которых касательные напряжения равны ну-
лю. Такие площадки называются главными, а нормальные напряжения, дейст-
вующие на этих площадках, называются главными нормальными или просто 
главными напряжениями. Направления главных напряжений называются глав-
ными направлениями, или главными осями тензора напряжений в рассматри-
ваемой точке тела. 

Главные напряжения обозначают 1σ , 2σ  и 3σ . Нумерация главных на-
пряжений выбирается так, чтобы между алгебраическими величинами этих на-
пряжений были обеспечены соотношения 321 σσσ ≥≥≥≥≥≥≥≥ . 



 37

Если в рассматриваемой точке тела в качестве координатных осей принять 
главные оси напряжений, то тензор напряжений получит вид 
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НТ .      (4.3) 

Элемент, выделенный в окрестности рассматриваемой точки главными 
площадками, показан на рис. 4.2. 
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Рис. 4.2. Главные напряжения 
 

При выбранных координатных осях x, y, z положение произвольной на-
клонной площадки определяется единичным вектором внешней нормали ν  к 
этой площадке, составляющим с координатными осями углы α , β  и γ  
(рис. 4.3). Косинусы этих углов называются направляющими косинусами: 

αcos====l , βcos====m , γcos====n .     (4.4) 
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Рис. 4.3. Вектор внешней нормали к произвольной наклонной площадке 
 

При выбранных координатных осях x, y, z и известных компонентах тензо-
ра напряжений в этих осях, для определения положения главных площадок ис-
пользуют систему алгебраических уравнений 

0)( ====++++++++−−−− nml xzxyx ττΣσ       

0)( ====++++−−−−++++ nml yzyyx τΣστ            (4.5) 

0)( ====−−−−++++++++ nml zzyzx Σσττ ,      

где Σ  - главные напряжения, 
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и соотношение между направляющими косинусами 

1222 ====++++++++ nml .       (4.6) 
Вследствие условия (4.6) система уравнений (4.5) имеет ненулевое реше-

ние для l , m и n . 
Следовательно, определитель системы (4.5) должен быть равен нулю. 

Приравняв нулю определитель системы уравнений (4.5), после его раскрытия 
получим кубическое уравнение для определения величин главных напряжений 

032
2

1
3 ====−−−−⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅−−−− III ΣΣΣ .      (4.7) 

Уравнение (7) называют характеристическим уравнением. Коэффициенты 
характеристического уравнения определяются выражениями 

zyxI σσσ ++++++++====1 ; 

222
2 zxyzxyxzzyyxI τττσσσσσσ −−−−−−−−−−−−++++++++==== ;           (4.8) 

222
3 2 xyzzxyyzxzxyzxyzyx

zzyzx

yzyyx

xzxyx

I τστστστττσσσ

σττ

τστ

ττσ

−−−−−−−−−−−−++++======== . 

Эти коэффициенты называются алгебраическими инвариантами тензора 
напряжений, т.к. при повороте координатных осей их величины остаются не-
изменными. 

Характеристическое уравнение имеет три вещественных корня Σ , дающих 
три значения главных напряжений 1σ , 2σ  и 3σ . Подставляя поочередно значе-
ния главных напряжений в два независимые уравнения системы (4.5) и исполь-
зуя уравнение (4.6), получим три системы уравнений, дающие три тройки зна-
чений l , m, n , определяющие направления главных осей напряжений и поло-
жение трёх главных площадок. 

Из трёх главных напряжений одно является наибольшим нормальным на-
пряжением в рассматриваемой точке, одно – наименьшим, а одно имеет про-
межуточную величину. 

max1 σσ ==== , min3 σσ ==== .          (4.9) 
Если напряжённое состояние задано в главных осях, т.е. известны главные 

напряжения 321 σσσ ≥≥≥≥≥≥≥≥  и главные направления I, II , III , то инварианты тензо-
ра напряжений (3) имеют вид 

321
)0(

1 σσσ ++++++++====I ;       

133221
)0(

2 σσσσσσ ++++++++====I ;               (4.10) 

321
)0(

3 σσσ====I .        

 
3. Октаэдрические напряжения 
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Площадки, равнонаклонные ко всем трём главным осям, называются окта-
эдрическими площадками. В окрестности рассматриваемой точки можно про-
вести восемь октаэдрических площадок. Направляющие косинусы октаэдриче-

ских площадок имеют величину 
3

1±±±±============ nml , а соответствующие углы 

o74,54±±±±============ γβα . Напряжения, действующие по октаэдрическим площадкам, 
называются октаэдрическими напряжениями и определяются выражениями 

)(
3
1

321 σσσσ ++++++++====окт        

2
13

2
32

2
21 )()()(

3
1 σσσσσστ −−−−++++−−−−++++−−−−====окт .     (4.11) 

На рис. 4.4 показана одна из восьми октаэдрических площадок и напряже-
ния, действующие на этой площадке. 

 

x

y

z

α

ν
α

α=54,74
α

σокт

τокт

 
 

Рис. 4.4. Октаэдрические напряжения 
 
 

4. Экстремальные касательные напряжения 
 
По площадкам, параллельным одному из трёх главных направлений и рав-

нонаклонным к двум другим главным направлениям, действует тройка экстре-
мальных касательных напряжений 

2
31

13
σστ −−−−==== ; 

2
32

32
σστ −−−−==== ;

2
21

21
σστ −−−−==== . 

Напряжение 13τ  действует по площадке, параллельной главному направ-
лению II , напряжение 32τ  - по площадке, параллельной направлению I, 21τ  - по 
площадке, параллельной направлению III . 

Из указанных трёх экстремальных касательных напряжений одно, дейст-
вующее по площадке, параллельной второму главному направлению, является 
наибольшим касательным напряжением в рассматриваемой точке тела 

2
31

13max
σσττ −−−−======== .      (4.12) 

На рис. 4.5 показана площадка, по которой действует наибольшее каса-
тельное напряжение 13max ττ ==== . 
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Рис. 4.5. Наибольшее касательное напряжение 
 
 

5. Напряжения на площадках общего положения 
 
Если главные направления и главные напряжения известны, то напряже-

ния на наклонной площадке общего положения, внешняя нормаль к которой ν  
составляет с главными направлениями I, II , III  углы 1α , 2α , 3α  соответственно, 
с направляющими косинусами l , m, n , определяются выражениями 

2
3

2
2

2
1321 nmlnml σσσσσσσ ννννν ++++++++====++++++++====     (4.13) 

22
3

2
2

2
1

22
3

2
2

2
1 )()()( νννννννν σσσσσσσστ −−−−++++++++====−−−−++++++++==== nml , 

где l11 σσν ==== ; m22 σσν ==== ; n33 σσν ====  – проекции полного напряжения νσ , 
действующего на рассматриваемой площадке, на главные направления I, II  и 
III . Наклонная площадка общего положения и действующие на ней напряжения 
показаны на рис. 4.6. 

α
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α
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1
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III

 
 

Рис. 4.6. Наклонная площадка общего положения 
 
 

6. Шаровой тензор и девиатор напряжений 
 
Средняя арифметическая величина нормальных напряжений, действую-

щих по трём координатным площадкам, называется средним нормальным или 
гидростатическим напряжением в рассматриваемой точке 

)(
3
1

)(
3
1

3210 σσσσσσσ ++++++++====++++++++==== zyx .    (4.14) 
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Среднее нормальное напряжение определяет всестороннее равномерное 
растяжение или сжатие в рассматриваемой точке и ответственно только за из-
менение объёма элемента материала, выделенного у этой точки. Если от ком-
понентов тензора напряжений отделить величины среднего нормального на-
пряжения, связанные с объёмной деформацией, то получим компоненты на-
пряжений 0σσ −−−−x ; 0σσ −−−−y ; 0σσ −−−−z ; xyτ ; yzτ ; zxτ , связанные только с изме-

нением формы элемента материала у рассматриваемой точки. Таким образом, 
тензор напряжений можно представить в виде суммы двух составляющих 

HШH ДTT ++++==== ,        (4.15) 
где ШT  – шаровой тензор напряжений, компонентами которого являются 

средние напряжения 0σ , связанные только с объёмной деформаци-
ей элементов материала; 

HД  – девиатор напряжений, компонентами которого являются приведён-
ные выше напряжения, связанные только с формоизменением эле-
ментов материала. 

Шаровой тензор напряжений имеет вид 

















====

0

0

0

00

00

00

σ
σ

σ

ШТ .      (4.16) 

Девиатор напряжений записывается в форме 

















−−−−
−−−−

−−−−
====

0

0

0

σσττ
τσστ
ττσσ

zzyzx

yzyyx

xzxyx

НД .    (4.17) 

Несложно заметить, что первый инвариант девиатора напряжений 
01 ====ДI . 

Если напряжённое состояние задано главными напряжениями, то шаровой 
тензор имеет вид 

















====

0

0

0

00

00

00

σ
σ

σ

ШТ ,      (4.18) 

где )(
3
1

3210 σσσσ ++++++++==== ; 

в свою очередь, девиатор напряжений получит вид 

















−−−−
−−−−

−−−−
====

03

02

01

00

00

00

σσ
σσ

σσ

НД .    (4.19) 

Из выражений (4.11) и (4.14) следует, что среднее нормальное (гидроста-
тическое) напряжение равно октаэдрическому нормальному напряжению в рас-
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сматриваемой точке и эти напряжения пропорциональны первому инварианту 
тензора напряжений (4.8), (4.10). 

 
7. Тензор деформаций 
 
Деформированное достояние малой окрестности точки тела при выбран-

ных координатных осях x, y, z, описывается тензором деформаций 























====

zzyzx

yzyyx

xzxyx

ДТ

εγγ

γεγ

γγε

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

,      (4.20) 

где xε , yε , zε  - относительные удлинения в направлении координатных осей 

или линейные координатные деформации; 

xyγ , yzγ , zxγ  - сдвиги между координатными площадками (гранями эле-

мента материала, выделенного у рассматриваемой точки). 
Если главные направления известны, то тензор деформаций в главных осях 

имеет вид 

















====

3

2

1

00

00

00

ε
ε

ε

ДТ ,      (4.21) 

где 1ε , 2ε , 3ε  - линейные деформации в главных направлениях, называемые 
главными деформациями. 

Если упругое твёрдое тело изотропно, то направления главных деформа-
ций совпадают с направлениями соответствующих главных напряжений. 

Одна из главных деформаций является наибольшим относительным удли-
нением в рассматриваемой точке, одна – наименьшим, а: третья имеет проме-
жуточную величину 

max1 εε ==== ; min3 εε ==== .     (4.22) 
 

8. Обобщённый закон Гука 
 

Для линейно-деформируемого, упругого тела основным физическим зако-
ном, связывающим напряжения и деформации, является закон Гука. Для изо-
тропных тел при известных главных направлениях и главных напряжениях, 
обобщённый закон Гука имеет вид 
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(((( ))))[[[[ ]]]]

(((( ))))[[[[ ]]]]

(((( ))))[[[[ ]]]],1

1

1

2133

1322

3211

σσµσε

σσµσε

σσµσε

++++−−−−====

++++−−−−====

++++−−−−====

E

E

E

      (4.23) 

где Е - модуль Юнга; 
µ  - коэффициент Пуассона. 

 
9. Объёмная деформация 
 
Упругое деформирование тела сопровождается изменением его объёма.. 

Если напряжённое состояние тела задано в главных осях, то относительная 
объёмная деформация тела определяется соотношением 

)(
21

321321 σσσµεεε∆ ++++++++−−−−====++++++++====
E

,    (4.24) 

где 1ε , 2ε , 3ε  - главные деформации в рассматриваемой точке; 

1σ , 2σ , 3σ  - главные напряжения в этой точке. 
 
 

10. Потенциальная энергия упругой деформации 
 

При упругом деформировании в материале тела накапливается энергия, 
называемая потенциальной энергией упругой деформации. Удельная потенци-
альная энергия упругой деформации, накапливаемая в каждой единице объёма 
материала, для линейно-деформируемого упругого тела определяется соотно-
шением 

[ ])(2)(
2
1

133221
2
3

2
2

2
1 σσ+σσ+σσµ−σ+σ+σ=

E
W .   (4.25) 

 
Эта энергия может быть представлена двумя составляющими 

ФV WWW ++++==== ,       (4.26) 

где 2
321 )(

6
21 σσσµ ++++++++−−−−====
E

WV                     (4.27) 

- удельная потенциальная энергия изменения объёма; 

[ ]2
13

2
32

2
21 )()()(

6
1 σ−σ+σ−σ+σ−σµ+=

E
WФ               (4.28) 

- удельная потенциальная энергия формоизменения. 
Такое представление упругой энергии деформации соответствует разложе-

нию тензора напряжений на шаровой тензор и девиатор напряжений. 
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11. Расчётные напряжения 
 
При оценке прочности материала, находящегося в сложном напряжённом 

состоянии, используются различные критерии прочности, формулируемые в 
соответствии с принятой гипотезой прочности. Для конструкционных металлов 
в пластичном состоянии при оценке предельного состояния в качестве крите-
рия текучести используют так называемые расчётные или эквивалентные на-
пряжения в рассматриваемой точке, вычисляемые с использованием теории 
наибольших касательных напряжений или теории энергии формоизменения. 

При использовании теории наибольших касательных напряжений расчёт-
ное или эквивалентное напряжение определяется соотношением 

31 σσσ −−−−====III
p .      (4.29) 

Расчётное или эквивалентное напряжение по теории энергии формоизме-
нения определяется соотношением 

2
13

2
32

2
21 )()()(

2

1 σσσσσσσ −−−−++++−−−−++++−−−−====IV
p .   (4.30) 

Расчётное или эквивалентное напряжение по теории прочности  Мора оп-
ределяется соотношением 

31 σ−σ=σ KV
p ,      (4.31) 

где 
c

p
K

0

0

σ
σ

=  - отношение предельных напряжений при растяжении и сжатии. 

Вне зависимости от принятой гипотезы прочности расчётное условие 
прочности в рассматриваемой точке при любом типе напряжённого состояния 
имеет вид 

][σσ ≤≤≤≤p ,       (4.32) 

где pσ  - расчётное или эквивалентное напряжение в рассматриваемой точке; 

][σ  - основное допускаемое напряжение при простом растяжении. 
 
 

ПРИМЕР  РЕШЕНИЯ  ЗАДАЧИ № 4 
 

С заданной точкой М детали связана система декартовых координат  x, y, z. 
Расчётом определены координатные напряжения в этой точке: 

;30;40;80 МПаМПаМПа zyx ====−−−−======== σσσ  

.0;20 ========−−−−==== yzxzxy МПа τττ  

Материал детали считается упругим и изотропным с модулем упругости 

МПаE 5102 ⋅⋅⋅⋅====  коэффициентом Пуассона 3,0====µ . Отношение  предельных на-
пряжений при растяжении и сжатии K= cp 00 / σσ = 0,5. Провести исследование 

напряжённо-деформированного состояния окрестности точки М детали. 
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Решение. 
 

1. Изображаем единичный элемент, выделенный в окрестности точки М 
координатными сечениями и показываем напряжения, действующие на гранях 
этого элемента (рис. 4.7). 

2. Записываем тензор напряжений, связанный с заданной точкой в осях  x, 
y, z. 




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04020

02080

zzyzx

yzyyx

xzxyx

НТ

σττ
τστ
ττσ

. 

3. Определяем алгебраические инварианты тензора напряжений 
МПаI zyx 703040801 ====++++−−−−====++++++++==== σσσ ; 

====−−−−−−−−−−−−++++++++==== 222
2 zxyzxyxzzyyxI τττσσσσσσ  

22 240020308030404080 МПа−−−−====−−−−⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−==== ; 

====−−−−−−−−−−−−++++======== 222
3 2 xyzzxyyzxzxyzxyzyx

zzyzx

yzyyx

xzxyx

I τστστστττσσσ

σττ

τστ

ττσ

 

332 101082030304080 МПа⋅⋅⋅⋅−−−−====⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−==== . 
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τ
τ
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=20
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Рис. 4.7. Заданное напряжённое состояние 
 

4. Определяем главные напряжения и главные оси напряжений. Для этого 
записываем систему алгебраических уравнений относительно главных напря-
жений Σ  и направляющих косинусов l , m, n  главных направлений. 
 

0)( ====++++++++−−−− nml xzxyx ττΣσ       

0)( ====++++−−−−++++ nml yzyyx τΣστ               (4.33) 

0)( ====−−−−++++++++ nml zzyzx Σσττ       
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которую дополняем условием 

1222 ====++++++++ nml .     (4.34) 
С учётом заданных величин компонентов тензора напряжений, отличных 

от нуля, приведём эту систему к виду 
020)80( ====−−−−−−−− mlΣ       
0)40(20 ====−−−−−−−−++++−−−− ml Σ           (4.35) 
0)30( ====−−−− nΣ       

1222 ====++++++++ nml .            (4.36) 
Так как 0======== zyzx ττ , заключаем, что ось z является одной из трёх главных 

осей напряжений, а напряжение МПаzz 30======== σΣ  – главным напряжением. 
Направляющие косинусы его направления, т.е. главной оси z  

.1;0;0 ============ nml  
Главные оси напряжений взаимно перпендикулярны, поэтому следующие 

две главные оси напряжений располагаются в плоскости  x, y. 
Для этих направлений 

.0;0;0 ≠≠≠≠≠≠≠≠==== mln  
С учётом 0====n  систему разрешающих алгебраических уравнений (4.35) и 

(4.36) перепишем в виде 
020)80( ====−−−−−−−− mlΣ       
0)40(20 ====−−−−−−−−++++−−−− ml Σ           (4.37) 

122 ====++++ ml .             (4.38) 
Определитель, составленный из коэффициентов при ml ,  в системе (4.37), 

приравниваем нулю 

0
)40(20

20)80(
====

−−−−−−−−−−−−
−−−−−−−−

Σ
Σ

 

и приводим к квадратному уравнению 

03600402 ====−−−−−−−− ΣΣ , 
решая которое, получим величины двух других главных напряжений 

МПа25,833600400201 ====++++++++====Σ  
МПа25,4325,63202 −−−−====−−−−====Σ . 

 
5. Подставим 1Σ  в первое уравнение системы (4.35) и, решая его совмест-

но с уравнением (4.36) 
02025,3 ====−−−−−−−− ml  

122 ====++++ ml  
получим  16,0;987,0 −−−−======== ml . 

Аналогично, подставляя МПа25,432 −−−−====Σ  во второе уравнение системы 
(4.35) и, решая его совместно с уравнением (4.36), получим  987,0;16,0 ======== ml . 
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Выписываем найденные величины главных напряжений и соответствую-
щие им направляюще косинусы главных напряжений. При этом для нумерации 
главных напряжение пользуемся принятым условием 321 σσσ ≥≥≥≥≥≥≥≥ . 

МПа25,831 ====σ ;  987,01 ====l ;  16,01 −−−−====m ;  01 ====n  
МПа302 ====σ ;  02 ====l ;  02 ====m ;   12 ====n  

МПа25,433 −−−−====σ ;  16,03 ====l ;  987,03 ====m ;  03 ====n . 
В пространстве x, y, z по направляющим косинусам строим главные оси 

напряжений I, II , III  (рис. 4.8). Изобразим элемент, выделенный главными пло-
щадками (рис. 4.8; главные оси повернуты). 

 

σ2=30

σ3=43,25

83,25

(МПа)

y

x

z

I

m 0,987=3m 0,16=-1
n 1=2

l =0,987

l 
16

=0, IIII

II

II

III

 
 

Рис. 4.8. Главные оси и элемент с главными площадками 
 

6. Записываем тензор напряжений в точке М в главных осях I, II , III  и оп-
ределяем алгебраические инварианты этого тензора 

















−−−−
====

















====
25,4300

0300

0025,83

00

00

00

3

2

1

σ
σ

σ

НТ ; 

МПаI 7025,433025,83321
)0(

1 ====−−−−++++====++++++++==== σσσ ; 

2
133221

)0(
2 240025,4325,8325,43303025,83 МПаI −−−−====⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅====++++++++==== σσσσσσ ; 

33
321

)0(
3 10108)25,43(3025,83 МПаI ⋅⋅⋅⋅−−−−====−−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅======== σσσ . 

Сравнивая величины алгебраических инвариантов )0(
3

)0(
2

)0(
1 ,, III  с инва-

риантами 1I , 2I , 3I  соответственно, отмечаем их тождественность и, следова-
тельно, достоверность величин главных напряжений. 
 

7. Определяем величины нормального и касательного напряжений, дейст-
вующих на октаэдрических площадках. 

МПаокт 33,23)25,433025,83(
3
1

)(
3
1

321 ====−−−−++++====++++++++==== σσσσ  

2
13

2
32

2
21 )()()(

3
1 σσσσσστ −−−−++++−−−−++++−−−−====окт = 
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.84,515,12625,7325,53
3
1 222 МПа=++=  

В пространстве главных направлений I, II , III  изображаем одну из октаэд-
рических площадок (рис. 4.9) и показываем напряжения, действующие на этой 

площадке (для октаэдрической площадки 
3

1============ nml ). 

α

ν
α

α=54,74
α

σокт

τокт
I

II

II I

 
 

Рис. 4.9. Октаэдрические напряжения на площадке 
 

8. Вычисляем наибольшее касательное напряжение 

.25,63
2

)25,43(25,83
2

31
max МПа====−−−−−−−−====

−−−−====
σστ  

Напряжение maxτ  действует на площадке, параллельной главному направ-
лению II  и равнонаклонной к главным направлениям I и III . 

Изображаем площадку, на которой действует напряжение maxτ  и показы-
ваем это напряжение (рис. 4.10). 

σ

τmax

I

II

III

 
 

Рис. 4.10. Площадка с наибольшим касательным напряжением 
 

9. Определяем величины главных деформаций окрестности точки М. Счи-
таем материал детали линейно-упругим и воспользуемся соотношениями 
обобщённого закона Гука. 

( )[ ] ( )[ ] 4
53211 1036,425,43303,025,83

102

11 −⋅=−−
⋅

=σ+σµ−σ=ε
E

, 

( )[ ] ( )[ ] 4
51322 109,025,8325,433,030

102

11 −⋅=+−−
⋅

=σ+σµ−σ=ε
E
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( )[ ] ( )[ ] 4
52133 1086,33025,833,025,43

102

11 −⋅−=+−−
⋅

=σ+σµ−σ=ε
E

. 

 
10. Определяем относительное изменение объёма окрестности точки М. 

44
321 1040,110)86,39,036,4( −− ⋅=⋅−+=ε+ε+ε=∆ . 

 
11. Вычисляем удельную потенциальную энергию упругой деформации 

окрестности точки М: 
Удельная потенциальная энергия изменения объёма 

====−−−−====++++++++−−−−==== 22
321 2

)21(3
)(

6
21

октV EE
W σµσσσµ

 

3
3

3
32

5
1063,11063,133,23

1022

)3,021(3

м

Дж

м

мН −−−−−−−− ⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅−−−−==== . 

Удельная потенциальная энергия формоизменения 

[ ]=σ−σ+σ−σ+σ−σµ+= 2
13

2
32

2
21 )()()(

6
1

E
WФ  

3
3

3
32

5
2 1020,261020,2684,51

1022

)3,01(3
2

)1(3

м

Дж

м

мН

E окт
−−−−−−−− ⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
++++====++++==== τµ

. 

Полная удельная потенциальная энергия 

3
3

3
33 1083,271083,2710)20,2663,1(

м

Дж

м

мН
WWW ФV

−−−−−−−−−−−− ⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅++++====++++==== . 

 
12. Определяем расчётное напряжение в точке М по гипотезе наибольших 

касательных напряжений 

МПаIII
p 5,126)25,43(25,8331 ====−−−−−−−−====−−−−==== σσσ . 

 
13. Вычисляем расчётное напряжение в точке М по гипотезе удельной по-

тенциальной энергии формоизменения 

====−−−−++++−−−−++++−−−−==== 2
13

2
32

2
21 )()()(

2

1 σσσσσσσ IV
p  

МПа110)25,8325,43()25,4330()3025,83(
2

1 222 ====−−−−−−−−++++++++++++−−−−==== . 

14. Вычисляем расчётное напряжение в точке М в соответствии с теорией 
прочности  Мора 

31 σ−σ=σ KV
p , 

где 50,0
0

0 =
σ
σ

=
c

p
K . 

В результате будем иметь 

МПаKV
p 9,104)25,43(5,025,8331 =−⋅−=σ−σ=σ . 
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