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Исчисление высказываний

1. Пользуясь определением формулы исчисления высказываний, проверить, является ли данное выражение формулой.

Решение:
По определению формулы исчисления высказываний,  ,  и — формулы.  Покажем, что    — формула:
 — формула    — формула;
  и  — формулы    — формула;
 — формула    — формула;
  и  — формулы    — формула;
— формула    — формула.
Теперь покажем, что    — формула:
  и  — формулы    — формула;
 — формула    — формула;
  и  — формулы    — формула;
 — формула    — формула;
  и  — формулы    — формула.
Мы установили, что выражения    и    являются формулами исчисления высказываний.  По правилам построения формул исчисления высказываний, отсюда следует, что    — также формула.  По договоренности, внешние скобки у формул не ставятся: следовательно, выражение    можно считать формулой исчисления высказываний.

2. Записать рассуждение в логической символике и проверить правильность рассуждения  методом Куайна, методом редукции и методом резолюций.
Если бы у нее было много денег, она бы ездила в институт на такси и тогда бы никогда не опаздывала.  Она постоянно опаздывает.  Значит, у нее много денег.
Решение:
Введем обозначения для простых высказываний:
 «У нее много денег»;
 «Она ездит в институт на такси»;
 «Она опаздывает».
Запишем рассуждение в логической символике:

1) Проверим правильность рассуждения методом Куайна.  Правильность построенного рассуждения равносильна тождественной истинности формулы

Подставляя в эту формулу значение  ,  получаем формулу вида  ,  истинностное значение которой равно  1,  каким бы ни было .  Подставляя значение  ,  получим:


Подставим в это формулу  :

Эта формула принимает значение  0,  если  .  Следовательно, формула    не является тождественно истинной, то есть предложенное рассуждение ошибочно.
2)  Проверим правильность рассуждения методом редукции.  Предположим, что при некоторых значениях   формула    принимает значение  0:

По определению импликации, отсюда следует, что    и  .  Изусловия    по определению конъюнкции следует: ,  ,  .  Ввиду того, что  ,  требование    выполняется независимо от .  Требование    выполняется при  .  Таким образом, мы построили набор значений переменных    (а именно:  ,  ,  ),  при которых  .  Следовательно, рассуждение ошибочно.
3)  Проверим правильность рассуждения методом  резолюций.  Преобразуем посылки и отрицание заключения к виду конъюнкции дизъюнктов:




Попробуем вывести пустой дизъюнкт:
(5)    — резольвента  (2) и (3),
(6)    — резольвента  (4) и (1).

Заменим,  что в наборе дизъюнктов ни разу не встречается    без отрицания.  Следовательно, вывести пустой дизъюнкт с использованием переменной    нельзя.  Если же использовать только дизъюнкты, содержащие только   и  ,  то можно получить только  ,  и дальше продвинуться тоже нельзя.  Таким образом, метод резолюций также подтверждает ошибочность исследуемого рассуждения.




Исчисление предикатов

3. Пользуясь определением формулы логики предикатов проверить, что  выражение является формулой. В формуле указать свободные и связанные переменные. Привести формулу к предваренной форме.

Решение:
По определению формулы логики предикатов, переменные    являются термами.
 — термы    — формула;
 — формула  — формула;
 — формула  — формула;
 — формула  — формула;
 — формула  — формула;
 — формула  — формула;
, — формулы   — формула.
Переменные    имеют по два связанных вхождения в данную формулу, то есть эти переменные являются связанными.
Чтобы привести формулу к предваренной нормальной форме, сначала выразим импликацию через дизъюнкцию и отрицание:


Теперь переименуем переменные в правой скобке, чтобы избежать коллизии:

Вынесем кванторы в начало формулы:

Полученная формула имеет предваренную нормальную форму.

Теория алгоритмов

4. Построить машину Тьюринга для перевода из начальной конфигурации в заключительную. На ленте МТ записаны нули и единицы, пустые ячейки содержат нули,  .  Проверить работу машины Тьюринга для конкретных значений . Нарисовать граф, соответствующий построенной МТ.

Решение:
Используем вспомогательный символ .  Программу МТ запишем в виде таблицы:
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Проверим, как работает МТ.  В случае:




В случае  :
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Граф построенной МТ:
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5. Показать примитивную рекурсивность функции .

Решение:
Представим функцию  в виде суммы (сумма является примитивно рекурсивной функцией) функций , , где:

Теперь покажем, что каждая из функций , , является примитивно рекурсивной, поскольку представляет собой суперпозицию примитивно рекурсивных функций.
Для первой функции:
Возьмем функцию усеченной разницы, применим к ней функцию :

Домножив функцию  на , получим суперпозицию примитивных функций:

Для второй функции:

Т.о. функция  представляет собой сумму суперпозиций п.р.ф.:
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