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Вариант №8

Задача №1.

Доказать равенства, используя свойства операций над множествами и определения операций. Проиллюстрировать при помощи диаграмм Эйлера-Венна.
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Решение:

а) Преобразуем левую часть:
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  свойство дистрибутивности №4
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[image: image11.wmf](()()())()

BABCACBC

==

UIUIUUI

 свойство №4


[image: image12.wmf](()())(()())(()())

BCBABCBCBCAC

==

IUUIIUUIIUU

 свойство №3


[image: image13.wmf]((()))((()))((()))

BCBABCBCBCAC

==

IUUIIUUIIUU

 свойство №4


[image: image14.wmf]((()()))((()()))((()()))

BBBCABBBCCABACC

==

UIUUIUIUUIUIUU

 свойство №4


[image: image15.wmf](((())(()))(((())(()))(((())((()))

ABBABCCBBCBCCABCAC

=

UUIUUIUUIUUIUUIUU

 свойство №1


[image: image16.wmf]()(())()()(())()

ABABCCBCBCABAC

==

UIUUIUIUIUUIU

 свойства №1, 2


[image: image17.wmf]()()()(())(())

ABCBACABCCAB

=

UIUIUIUUIUU

 свойство №4


[image: image18.wmf](()()())(()())

ABCBACBCAA

=

UIUIUIUIU

 свойства №6, 7


[image: image19.wmf]()()()()

ABCBACBC

=

UIUIUIU

 свойства №1, 2


[image: image20.wmf]()()()

ABCBAC

==

UIUIU

 свойства №6, 7


[image: image21.wmf]()()()()

AACAABCB

==

UIUIUIU

 свойства ассоциативности, дистрибутивности
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Равенство доказано.
Проиллюстрируем при помощи диаграмм Эйлера-Венка:
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Ввиду того, что диаграммы Эйлера-Венна выражений 
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 верно.
б) Докажем справедливость равенства 
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Докажем на примере, что равенство 
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 не верно.

Пусть даны множества С={1,2}, D={1,2,3,4}, где 
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A={1,3,5,6}, B={3,7}, где 
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Таким образом, из примера видно, что 
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Задача №2.

Даны два конечных множества: А={a,b,c}, B={1,2,3,4}; бинарные отношения 
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. Изобразить P1, P2 графически.

Найти P = (P2◦P1)-1. Выписать области определения и области значений всех трех отношений: P1, P2, Р. Построить матрицу [P2], проверить с ее помощью, является ли отношение P2 рефлексивным, симметричным, антисимметричным, транзитивным. P1 = {(a,1),(b,3),(c,1),(c,4),(c,3),(c,2)}; 
P2 = {(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(3,3),(3,2),(3,4),(4,3),(4,4),(4,1)}
Решение:

Изобразим бинарные отношения P1; P2 графически в прямоугольной системе координат:
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Найдём 
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Определим несколько отношений:
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Таким образом 
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Изобразим P графически:
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Найдём области определения и области значений для всех отношений:
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Построим матрицу 
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Проверим с помощью полученной матрицы, является ли отношение P2 рефлексивным: отношение является рефлексивным, если на главной диагонали матрицы нет нулей, следовательно, отношение P2 рефлексивно.
Проверим с помощью полученной матрицы, является ли отношение P2 симметричным. Отношение симметрично, если исходящая и транспонированная матрицы совпадают.
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, так как 
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 (отношение P2 является симметричным.
Проверим с помощью полученной матрицы, является ли отношение P2 транзитивным: отношение транзитивно, если выполняется условие 
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, или, другими словами, пусть 
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( условие  
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 не выполнено, следовательно,  отношение P2  не транзитивно.
Антисимметричность можно представить так: пусть 
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 элементы главной диагонали равны нулю (так как 
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 - элементы главной диагонали, а в этом выражении элементы главной диагонали 
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Что-то странное про антисимметричность!!! Не так она проверяется.
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Тогда наша матрица 
[image: image85.wmf]2
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 не антисимметрична.

Задача №3.

Задано бинарное отношение P; найти его область определения и область значений. Проверить по определению, является ли отношение P рефлексивным, симметричным, антисимметричным, транзитивным. 
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Решение: 

Из замкнутости по сложению множества действительных чисел:
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Проверим, какими свойствами обладает отношение P:

1) Рефлексивность

Проверим выполняется ли условие 
[image: image90.wmf]1
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2) Симметричность

Проверим, выполняется ли условие 
[image: image91.wmf]xPxyPx
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Рассмотрим такие 
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3) Антисимметричность.
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Таким образом, отношение P  является антисимметричным
4) Транзитивность
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Задача №4.

Доказать утверждение методом математической индукции: 
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Решение:

Докажем, что 
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1) База индукции:

Проверим левую часть равенства при 
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Подставляем в левую часть равенства: 
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Подставляем n в правую часть равенства: 
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Таким образом, значение левой части равенства равно значению правой части равенства, т.е. равенство справедливо.
2) Индукционный переход:

Предположим, что 
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Преобразуем левую часть:
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Получена правая часть равенства, т.е. равенство доказано.
Таким образом, в соответствии с принципом математической индукции равенство 
[image: image109.wmf]2222
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 справедливо при любом натуральном n.
Задача №5.

Семеро сотрудников фирмы направляются на изучение иностранного языка, причем нужно распределить их для изучения английского, немецкого и французского языков (каждый изучает только один язык). Сколько существует различных способов такого распределения? Сколькими способами они могут устроиться заниматься в двух совершенно одинаковых комнатах библиотеки (не менее одного в комнате)?
Решение:
Следует определить число разбиений множества на заданное количество подмножеств.
Множество 
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а) Так как группы, на которые следует разбить исходное множество, различны, речь идёт об упорядоченных разбиениях.

Разбиения на 3 подмножества возможны на 1, 1, 5 элемента в разном порядке, на 1, 2, 4 элемента в разном порядке, на 1, 3, 3 элемента в разном порядке, на 2, 2, 3 элемента тоже в разном порядке.
Их количество вычислим согласно формулам:
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б) Так как комнаты одинаковы, значит, порядок значения не имеет, и речь идёт о разбиениях неупорядоченных.

Так как есть ограничивающие условия, то для вычисления будем использовать упорядоченные разбиения, устранив их из формулы порядка.

Разбиения на два подмножества возможны на 1;6 элементов, на 2;5 элементов, на 3;4 элемента.

Их количество вычислим по формуле: 
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Ответ: а) существует 1806 способов распределить 7 сотрудников фирмы для изучения английского, немецкого и французского языков; б) 63 способами могут устроить 7 сотрудников фирмы для занятий в двух одинаковых комнатах библиотеки.

Задача №6.

Сколько существует положительных трехзначных чисел:
а) делящихся на числа 5, 18 или 21?
б) делящихся ровно на одно из этих трех чисел?

Решение:

а) обозначим 
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 – на 18, 
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 – на 21. 

Всего трёхзначных чисел 9(10(10=900. Тогда:
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Одновременно на 18 и на 5 делятся числа, делящиеся на 90:
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Одновременно на 5 и 21 делятся числа, делящиеся на 105:
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Одновременно на 18 и 21 делятся числа, делящиеся на 126:
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Одновременно на 18, 21 и 5 делятся числа, делящиеся на 630. Трёхзначное число, делящееся на 630, одно.

Таким образом, всего таких чисел:
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б) Найдём положительные трёхзначные числа, делящиеся ровно на одно из чисел 5, 18 и 21.
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Задача №7.

Найти коэффициенты при 
[image: image136.wmf]232
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 в разложении 
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Решение:

Для 
[image: image140.wmf]232

··

axyz

=

: 
[image: image141.wmf]2132

(5)(2)(3)

xyz

××

, значит степени соответственно равны 1,3 и 2, а числовой коэффициент имеет вид
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Для 
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  любое вхождение x в полином будет иметь степень, кратную двум. Если провести преобразования и попробовать выделить x из разложения, то полученный полином не будет являться разложением.  Так что для 
 коэффициент в разложении будет равен 0.

Для 
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, значит степени соответственно равны 2, 4 и 0, а числовой коэффициент имеет вид:
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Задача №8.

Найти последовательность {an}, удовлетворяющую рекуррентному соотношению 2·an+2 – 10·an+1 + 12·an = 0· и начальным условиям a1=3, a2=27.
Решение:

Составим характеристический многочлен 
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Найдём его корни:
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Следовательно, общее решение рекуррентного соотношения имеет вид: 
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Используя начальные условия, получим систему
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Таким образом, получаем последовательность {an}.
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Задача №9.

Орграф задан матрицей смежности. Необходимо: 

а) нарисовать граф; 

б) выделить компоненты сильной связности; 

в) заменить все дуги ребрами и в полученном неориентированном графе найти эйлерову цепь (или цикл).
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Решение:
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Определим его компоненты 
[image: image159.wmf](
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  сильной связности.
Для начала проведём транзитивное замыкание.
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Хорошо видно, что 

 не кодостижим и потому является единственным элементом своего класса связности. Не кодостижимы относительно 
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 узлы 
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. Собственно, довольно легко прослеживаются компоненты сильной связности:
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Заменяем дуги рёбрами и получаем граф 
[image: image166.wmf]G
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 с матрицей 
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Не может получиться такая матица при замене дуг ребрами! Здесь появятся кратные ребра (там, где были встречные дуги), что у Вас не отражено!
Заменим дуги петлями, превратив орграф в неориентированный граф.  ???Ещё раз, только уже петлями???!!!
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Обратим внимание на то, что 
[image: image169.wmf](

)

2

deg1

v

=

 , то есть эйлеров путь отсутствует. 
Зато эйлерова цепь видна сразу: 

.
Это всё станет по-другому. 
Задача №10.

Взвешенный граф задан матрицей длин дуг. Нарисовать граф. Найти: 
а) остовное дерево минимального веса; 
б) кратчайшее расстояние от вершины v4 до остальных вершин графа, используя алгоритм Дейкстры. 
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Решение:
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а)  Воспользуемся алгоритмом Краскаля, т.е. будем постепенно формировать дерево, выбирая рёбра с наименьшим весом, так чтобы не возникло циклов: 
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Дерево нужно нарисовать. Выделить на графе выбранные ребра. Вычислить вес. 

А алгоритм Дейкстры выполните именно пошагово, изображая граф либо заполняя таблицу на каждой итерации, с пояснениями.
б) Найдём кратчайшее расстояние от 
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 до других вершин:

Выполняем алгоритм пошагово. Сперва относительно постоянной вершины 
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 посчитаем меры веса вершин: 
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 , затем переназначаем веса относительно  веса 1: 
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 веса 2: 
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  веса 2: 
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. Заканчиваем алгоритм и получаем вектор кратчайших расстояний до 
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