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1. Численное решение краевой  задачи для  обыкновенного

дифференциального  уравнения первого порядка 

Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение (ОДУ) первого порядка 
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Теорема 1 позволяет судить о гладкости решения  (1.1).
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    Задача Коши.  Интегрирование  уравнения (1.1) с начальным условием
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называется задачей Коши. 

Предположим  
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Единственность решения задачи (1.1), (1.2) вытекает из условия теоремы 1.                                                                       
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Приближённое решение  (1.1), (1.2)  будем искать на множестве точек отрезка  
[image: image23.wmf][

]

l

x

x

+

0

0

,

, которое называется сеткой. Выберем равномерную сетку  
[image: image24.wmf]{

}

,

N

i

i

h

x

0

=

=

w

 где 
[image: image25.wmf]h

i

x

x

i

×

+

=

0

, 
[image: image26.wmf]N

l

h

/

=

, 
[image: image27.wmf]N

- натуральное число. Всякой непрерывной функции  
[image: image28.wmf])

(

x

f

 можно поставить в соответствие сеточную функцию  
[image: image29.wmf]h

i

f

,  например 
[image: image30.wmf]).

(

i

h

i

x

f

f

=


Решение  
[image: image31.wmf])

(

x

u

 на  
[image: image32.wmf][

]

l

x

x

+

0

0

,

 определено, в частности,  и на сетке  
[image: image33.wmf]h

w

, так как  
[image: image34.wmf])

(

i

i

x

u

u

=

.

 Под 
[image: image35.wmf]h

u

 будем подразумевать норму сеточной функции, совпадающей на  
[image: image36.wmf]h

w

 с  
[image: image37.wmf])

(

x

u


          Лемма 1.   Пусть  
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   Тогда при  
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Доказательство:  при  
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в этом выражении последнее неравенство следует из разложения 
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Отсюда по индукции следует, что это верно и для  
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Метод Эйлера. Если  
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 погрешность округлений, в том числе погрешность вычисления значений

Пусть приближённое решение 
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Переход от  
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Рис. 1.1

Как видно из рис. 6.1, решение задачи Коши по методу Эйлера дает решение, не совпадающей ни с одной из интегральных кривых, и является ломанной линией, совпадающей на каждом шаге с касательной  к соответствующей интегральной кривой.

Оценка точности решения методом Эйлера

Начальная точка  
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Введём обозначение  
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Обозначим для формулы (1.5) 
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Будем предполагать 
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Для точного решения  
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Учитывая формулу конечных приращений Лагранжа
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 и вычитая (1.12) - (1.8)  имеем 
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Отсюда, учитывая  (1.4), (1.5), (1.10), (1.11) находим
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Т.е. формулой (1.14)  оценивается погрешность приближенного решения задачи Коши  (1.1), (1.2)  методом Эйлера. 

Выводы. При отсутствии погрешностей округлений локальная погрешность метода Эйлера, то есть погрешность на одном шаге  
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 Метод конечных разностей. В приближённых методах функции непрерывного аргумента заменяются функциями дискретного аргумента – сеточными функциями. Сеточную функцию можно рассматривать как функцию целочисленного аргумента: 
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Аналогом первой производной являются разности первого порядка.
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Заметим, что 
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Ниже рассмотрим различные методы решения обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) первого порядка.
Пример расчета. Составить решение задачи Коши для обыкновенного дифференциального уравнения первого порядка методом Эйлера, усовершенствованным методом Эйлера-Коши, методом Рунге-Кутте, методом Адамса, на отрезке 
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1.1. Решение методом Эйлера

Решить на отрезке 
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 Расчеты проведем в таблице 1.1.
Таблица 1.1
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1.2. Решение методом Эйлера-Коши
 Этот метод иногда называют методом Эйлера с пересчетом. 

       Решение ищется в виде: 

               
[image: image137.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

+

×

+

=

+

+

2

1

1

2

k

k

k

k

y

h

x

f

h

y

y

,

,        
[image: image138.wmf])

,

(

k

k

k

k

y

x

f

h

y

y

×

+

=

+

2

2

1

,

т.е. вместо тангенса угла наклона касательной к интегральной кривой в точке 
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Решение сводится в таблицу 6.2.

Таблица 1.2
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1.3. Решение метод Рунге-Кутта

Основная идея метода состоит в построении специального алгоритма, чтобы приращение функции на шаге 
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. При этом вторые и следующие производные  определяются  в результате вычисления функции 
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Вычисления проводятся по схеме 
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Схема Рунге - Кутта имеет четвертый порядок точности на шаге. Результаты расчета приводятся в таблице 1.3 и на графике рис.1.2. 

Таблица 1.3
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	0,2
	0,2500
	0,0512
	0,25
	0,2756
	0,0583
	0,2792
	0,0589
	0,3
	0,3089
	0,0668
	0,0587

	0,3
	0,3087
	0,0668
	0,35
	0,3421
	0,0754
	0,3464
	0,0760
	0,4
	0,3848
	0,0855
	0,0758

	0,4
	0,3846
	0,0855
	0,45
	0,4273
	0,0957
	0,4324
	0,0965
	0,5
	0,4811
	0,1077
	0,0963

	0,5
	0,4809
	0,1077
	0,55
	0,5347
	0,1198
	0,5407
	0,1208
	0,6
	0,6016
	0,1340
	0,1205

	0,6
	0,6013
	0,1340
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	0,6683
	0,1482
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	0,1650
	0,1490
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	0,1649
	0,75
	0,8328
	0,1817
	0,8412
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	0,1826
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	0,2013
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	1,0337
	0,2210
	1,0435
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	1,1556
	0,2441
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	1,1551
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1.4. Многошаговый метод решения Адамса 

При решении дифференциального уравнения методом Рунге-Кутта необходимо проводить много вычислений для нахождения каждого 
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. В том случае, когда правая часть уравнения имеет сложное аналитическое выражение, решение такого уравнения методом Рунге-Кутта вызывает трудности. Поэтому на практике применяется метод Адамса, который не требует многократного подсчета правой части уравнения.

Формула Адамса получена на основе интерполяционной формулы Лагранжа. Общая схема состоит в том, что если известно приближенные решения в нескольких узлах сетки 
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, то получается формула Адамса. Этот метод имеет четвертый порядок точности на шаге интегрирования.

Вычисления проводятся по схеме
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соответственно первая, вторая, третья разности.

Для начала процесса счета нужны четыре начальных значения 
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 (например,  из табл. 6.2 - метода Эйлера-Коши)
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Таблица 1.4.
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	0
	0,2
	0,2500
	
	0,051171
	0,015536
	0,003072
	0,000421

	1
	0,3
	0,3083
	
	0,066707
	0,018608
	0,003493
	0,000621

	2
	0,4
	0,3836
	
	0,085315
	0,022101
	0,004114
	0,000575

	3
	0,5
	0,4791
	0,12008
	0,107416
	0,026216
	0,004689
	0,000723

	4
	0,6
	0,59918
	0,148687
	0,133632
	0,030905
	0,005413
	0,000905

	5
	0,7
	0,747867
	0,182159
	0,164537
	0,036318
	0,006318
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	6
	0,8
	0,930026
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	7
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	1,151565
	0,26778
	0,24349
	0,050027
	0,008665
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	1
	1,419345
	0,322014
	0,293517
	0,058692
	
	

	9
	1,1
	1,741358
	0,385643
	0,352209
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	1,2
	2,127001
	
	
	
	
	



На рис. 1.2 графически представлены сглаженные кривые 
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Рис. 6.2
Задание на проведение расчетов.
Составить решение задачи Коши для обыкновенного дифференциального уравнения первого порядка усовершенствованным методом ломаных на отрезке 
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с шагом  равным 0,1 при начальном условии 
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Лист1

		Метод Эйлера										Усовершенственный  метод Эйлера-Коши																		Экстраполяционный метод Адамса

		Xk		Yk		f*h				Xk		Yk		f*h/2		Xk+h/2		Yk+1/2		h*f(Xk+h/2+Yk+1/2)								Xk		Yk		dYk		f(Xk,Yk)*h		dq		d2qk		d3qk

		0.2		0.25		0.0511708547				0.2		0.25		0.0255854273		0.25		0.2755854273		0.0583166008								0.2		0.25				0.0511708547		0.0155359886		0.0030719042		0.0004214826

		0.3		0.3011708547		0.0655576251				0.3		0.3083166008		0.0333547597		0.35		0.3416713605		0.0752857247								0.3		0.3083				0.0667068433		0.0186078928		0.0034933869		0.0006209722

		0.4		0.3667284798		0.0825950471				0.4		0.3836023255		0.0426575555		0.45		0.426259881		0.0955207659								0.4		0.3836				0.0853147361		0.0221012797		0.004114359		0.0005750116

		0.5		0.4493235269		0.1026160484				0.5		0.4791230914		0.0537098691		0.55		0.5328329605		0.1194930214								0.5		0.4791		0.1200802895		0.1074160158		0.0262156387		0.0046893707		0.0007231567

		0.6		0.5519395752		0.1260164514				0.6		0.5986161127		0.0667703546		0.65		0.6653864674		0.1477668397								0.6		0.5991802895		0.1486866547		0.1336316545		0.0309050094		0.0054125273		0.0009054532

		0.7		0.6779560266		0.153267024				0.7		0.7463829525		0.0821487222		0.75		0.8285316747		0.181017776								0.7		0.7478669442		0.1821587024		0.1645366639		0.0363175367		0.0063179805		0.0010739605

		0.8		0.8312230506		0.1849272221				0.8		0.9274007285		0.1002155319		0.85		1.0276162604		0.2200536194								0.8		0.9300256467		0.2215393724		0.2008542006		0.0426355172		0.0073919411		0.0012727849

		0.9		1.0161502727		0.2216608608				0.9		1.1474543479		0.1214135388		0.95		1.2688678867		0.2658387565								0.9		1.1515650191		0.2677795133		0.2434897179		0.0500274583		0.0086647259

		1		1.2378111335		0.2642539923				1		1.4132931043		0.146270843		1.05		1.5595639473		0.319522422								1		1.4193445324		0.322013616		0.2935171762		0.0586921843

		1.1		1.5020651258		0.3136353252				1.1		1.7328155264		0.1754161449		1.15		1.9082316712		0.382471492								1.1		1.7413581485		0.3856430494		0.3522093605

		1.2		1.815700451		0.3708995759				1.2		2.1152870184																1.2		2.1270011978

				0

								Метод Рунге-Кутта

		Xk		Yk		L1		Xk+h/2		Yk+L1/2		L2		Yk+L2/2		L3		Xk+0,1		Yk+L3		L4		dYk

		0.2		0.25		0.0511708547		0.25		0.2755854273		0.0583166008		0.2791583004		0.058892548		0.3		0.308892548		0.066802362		0.0587319191

		0.3		0.3087319191		0.0667764687		0.35		0.3421201534		0.0753580701		0.3464109541		0.0760497472		0.4		0.3847816662		0.0855052207		0.075849554

		0.4		0.384581473		0.0854729496		0.45		0.4273179478		0.0956913263		0.4324271362		0.0965149274		0.5		0.4810964004		0.1077378356		0.0962705487

		0.5		0.4808520218		0.1076984417		0.55		0.5347012426		0.1197941885		0.540749116		0.1207691056		0.6		0.6016211274		0.1340251176		0.1204750246

		0.6		0.6013270464		0.1339777117		0.65		0.6683159022		0.1482390646		0.6754465787		0.1493885297		0.7		0.750715576		0.1649958634		0.1490381273

		0.7		0.7503651736		0.1649393785		0.75		0.8328348629		0.1817114499		0.8412208986		0.1830632789		0.8		0.9334284526		0.2014027329		0.1826485949

		0.8		0.9330137685		0.2013358859		0.85		1.0336817114		0.2210313701		1.0435294536		0.2226188261		0.9		1.1556325946		0.244145411		0.2221302816

		0.9		1.1551440501		0.2440666577		0.95		1.2771773789		0.2671782466		1.2887331734		0.2690410407		1		1.4241850907		0.2942974742		0.2684671177

		1		1.4236111678		0.2942049578		1.05		1.5707136467		0.3213197536		1.5842710446		0.3235052061		1.1		1.7471163739		0.3531375864		0.3228320773

		1.1		1.7464432451		0.353029078		1.15		1.9229577841		0.3848453414		1.9388659158		0.3874097322		1.2		2.1338529773		0.4221857632		0.3866208314

		1.2		2.1330640765		0.4220585924		1.25		2.3440933727		0.459405231		2.362766692		0.4624153701		1.3		2.5954794466		0.5032455816		0.461490896
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