Курсовой проект 

по математической статистике

Для выполнения курсового проекта по математической статистике каждому студенту ВМК предоставляется файл (в формате Excel) с персональными данными и заданиями. Файл состоит из двух листов. На первом листе приведены параметры, при которых необходимо выполнить то или иное задание (уровень значимости, альтернатива к проверяемой гипотезе, границы интервалов разбиений и т.п.). Данные к каждому заданию находятся на втором листе в соответствующем столбце и снабжены заголовком, указывающем номер задания.

 
Ниже дано описание данных и приведен примерный вид отчета по каждому заданию. Ознакомиться со статистическими процедурами, применяемыми для выполнения заданий, можно по учебным пособиям [1], [2]. Необходимые сведения можно почерпнуть также из сборника таблиц [4]. Численные расчеты можно производить с использованием любых доступных средств. В учебном пособии [3] для этих целей применяется пакет MS Excel. В данном руководстве делается упор на пакет Mathematica52.
Некоторые дополнительные пояснения.

В заданиях на проверку гипотез приведено только альтернативное (ожидаемое исследователем) утверждение. Как правило, гипотеза представляет собой утверждение, противоположное альтернативе.

В задании 1 кроме указанных в пособии [1] выборочных характеристик вычислить также медиану выборки, размах (широту) выборки, а также (кому очень сильно повезет) при анализе значимости коэффициентов асимметрии и эксцесса найти самостоятельно тестовые границы по таблицам 4.7б и 4.7в из сборника [4]. Задание 2 дополнить вычислением моды распределения.
В тренировочных целях проверку гипотез необходимо осуществлять как путем построения критической области, соответствующей заданной альтернативе и уровню значимости, так и с помощью отыскания критического уровня значимости, отвечающего выбранному критерию.

В пособии [1] не совсем точно описан критерий сравнения дисперсий (задание 9). Здесь приведен более точный вариант этого критерия.
При проверке гипотезы о типе распределения с помощью критерия хи-квадрат оценку модельных параметров необходимо осуществлять по группированным данным, что обеспечит однозначность выбора асимптотического распределения тестовой статистики – хи-квадрат с (r-3)-мя степенями свободы в случае проверки гипотезы нормальности.
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Задание 1.

Описание данных. Измерялась прочность металла контрольных образцов, снятых с дисков турбин авиадвигателя (по одному с каждого диска).
Лист2, столбец А

Статистическая задача.  Вычислить основные статистические характеристики распределения данных: 
объем наблюдений, среднее значение, медиану, дисперсию, стандартное отклонение, минимальное и максимальное значения выборки, размах.
Результаты.

	Объём выборки
	113
	

	Среднее
	120.58
	

	Медиана
	121.
	

	Дисперсия
	7.703
	

	Станд.отклонение
	2.780
	

	Минимум
	108.5
	

	Максимум
	128.
	

	Размах
	19.5
	

	Асимметрия
	-0.32

	Эксцесс
	1.59


Задание 2.

Описание данных. Измерялась прочность металла контрольных образцов, снятых с дисков турбин авиадвигателя (по одному с каждого диска). 
Лист2, столбец А
Статистическая задача. Построить гистограмму выборочных данных по заданным интервалам группировки: 

X0 = 112.35 – правая граница первого интервала (от -( до X0), 
( = 2 

– ширина интервалов, 
r = 9 

– общее число интервалов с учётом двух крайних. 
Найти оценку моды распределения.

На график гистограммы наложить график функции плотности гипотетического распределения: 

H0: нормальное.
Результаты.
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Мода распределения =121.35.

Задание 3.

Описание данных. Измерялась прочность металла контрольных образцов, снятых с дисков турбин авиадвигателя (по одному с каждого диска). 
Лист2, столбец А
Статистическая задача. Построить график эмпирической функции распределения выборочных данных, совмещенный с графиком функции распределения гипотетического распределения: 

H0: нормальное. 
Вычислить максимальное расхождение между эмпирической и гипотетической функциями распределения.
Результаты.
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Задание 4.

Описание данных. Измерялась прочность металла контрольных образцов, снятых с дисков турбин авиадвигателя (по одному с каждого диска). 
Лист2, столбец А
Статистическая задача. Проверить (по критерию хи-квадрат) гипотезу согласия выборочных данных с гипотетическим распределением:
α=0.10,
H0: нормальное.

Оценку параметров распределения произвести по группированным данным; интервалы разбиения взять из задания 1.
Результаты.
	Группированные

	среднее
	120.66

	дисперсия
	7.014

	границы
	середины

интервалов
	частоты
	χ2

((i- n pi)2/ n pi

	
	
	выборочные

(i
	ожидаемые

n pi
	

	(112.35
	110.35
	1
	0.1
	8.4921

	114.35
	113.35
	0
	0.9
	0.8752

	116.35
	115.35
	5
	4.9
	0.0027

	118.35
	117.35
	16
	15.8
	0.0028

	120.35
	119.35
	28
	29.6
	0.0855

	122.35
	121.35
	30
	32.2
	0.1494

	124.35
	123.35
	26
	20.3
	1.5799

	126.35
	125.35
	6
	7.4
	0.2821

	(126.35
	128.35
	1
	1.8
	0.3485

	
	Σ
	113
	113
	χ2=11.8182

	
	Число степеней свободы ( 
	6

	
	10%-ое критическое значение
	10.645

	
	гипотеза нормальности
	отвергается 

	
	с критическим уровнем значимости
	αcrit = 0.066


Вывод.  Данные слабо значимо свидетельствуют против предположения о нормальности распределения выборки.
Замечание. Середины интервалов нужны для вычисления 

среднего значения и дисперсии по группированным данным.

Задание 5.

Описание данных. Измерялось верхнее артериальное давление до и после проведения комплекса оздоровительных мероприятий в некоторой группе пациентов. Каждое значение представляет собой среднее арифметическое многократных измерений давления у одного пациента в течение дня. 
Лист2, столбцы В,С
Статистическая задача. Проверить гипотезу отсутствия эффекта оздоровительных мероприятий по критерию Стьюдента (в предположении нормальности распределения наблюдений) при заданном уровне значимости и выбранной альтернативе относительно истинного среднего значения: 


α=0.01,
K: Изменится.

Результаты.
	
	До
	После
	Разность

	Объём выборки
	68
	68
	68

	Среднее
	163.40
	163.23
	0.17

	Станд.отклонение
	9.516
	7.996
	6.465

	Станд.ошибка среднего
	1.163
	0.977
	0.790

	Статистика Стьюдента 
	T=0.212

	1%-ая  критическая область 
	>2.651

	Гипотеза отсутствия эффекта
	принимается

	с критичес​ким  уровнем значимости
	αcrit = 0.83


Вывод. Данные не подтверждают предположение об изменении давления после лечения.

Задание 6.I.

Описание данных. В эксперименте фиксируется наличие или отсутствие некоторого события A. 
Лист2, столбец D
Статистическая задача. При заданном уровне значимости α проверить гипотезу о том, что вероятность p осуществления события A больше (или меньше) некоторого граничного значения при противоположной альтернативе: 
α=0.05,
K: p<0.7.
Результаты.
	Частота появления  A
	0.75

	
	45 из 60

	5%-ая критическая область
	< 36

	Гипотеза H: p(0.7
	принимается

	с критическим уровнем 
	αcrit = 0.84


Вывод. Данные с высокой степенью надежности подтверждают предположение о том, что вероятность p осуществления наблюдаемого события удовлетворяет неравенству p(0.7. 

Задание 6.II.

Описание данных. Измерялось содержание некоторой примеси в пищевом продукте до и после специальной обработки. Нет оснований предполагать нормальность распределения данных. 
Лист2, столбцы E, F
Статистическая задача. Проверить гипотезу отсутствия влияния обработки на содержание примеси по критерию знаков  при заданном уровне значимости и ожидаемом эффекте: 


α=0.10,
 Ожидается: Увеличится.

Результаты.
	Частота ожидаемого эффекта
	0.914

	
	32 из 35

	10%-ая критическая область
	> 21

	Гипотеза отсутствия эффекта
	отвергается

	с критическим уровнем 
	αcrit < 0.001


Вывод. Данные высоко значимо подтверждают предположение о влиянии специальной обработки на величину примеси.

Задание 7.

Описание данных. Фиксировалось среднее значение нескольких измерений в течение суток верхнего артериального давления у пациентов в двух, не связанных между собой, группах. Можно предположить, что для каждого пациента усредненный результат представляет собой реализацию нормальной случайной величины с одинаковой для обеих групп дисперсией. 
Лист2, столбцы G, H
Статистическая задача. При заданном уровне значимости α и альтернативе K проверить по критерию Стьюдента гипотезу о том, что математическое ожидание наблюдений в 1-й группе отличается в ту или иную сторону от математического ожидания во 2-й группе: 
α=0.10,
 K: 1-ая группа меньше.

Результаты.
	
	Группа A
	Группа B

	Объём наблюдений
	33
	35

	Среднее
	160.51
	161.86

	Станд.отклонение
	12.715
	10.501

	Станд.ошибка среднего
	2.248
	1.801

	Статистика Стьюдента  T
	–0.472

	10%-ая критическая область
	< –1.295

	Гипотеза совпадения групп
	принимается

	с критическим уровнем значимости
	αcrit = 0.32


Вывод. Расхождение в измерениях артериального давления у пациентов в двух группах статистически незначимо. Группы можно считать однородными.

Задание 8.

Описание данных. Измерялось содержание витаминов группы В (в у.е.) в овощах, выращенных с использованием двух различных типов удобрений. 
Лист2, столбцы I, J 
Статистическая задача. При заданном уровне значимости α и альтернативе K  проверить по критерию Вилкоксона гипотезу о том, что функции распределения измерений в каждой группе совпадают: 


α=0.01,
 K: в 1-й больше, чем во 2-й.

Результаты.
	Объемы выборок
	n1=21 
	n2=21

	Сумма рангов 1-й выборки
	440

	Среднее значение
	451.5

	1%-я критическая область
	>545

	Гипотеза идентичности групп
	принимается

	с критическим уровнем значимости
	αcrit = 0.61


Вывод. Тип удобрения не влияет на содержание витаминов в овощах.
Замечание.  В целях сокращения записи двусторонняя 
альтернатива обозначена в заданиях словосочетанием “БолМеньше”

Задание 9.

Описание данных. Контрольные образцы измерялись приборами от двух различных производителей. Точность приборов характеризуется дисперсиями их случайных ошибок (в предположении нормальности распределения этих ошибок с нулевым математическим ожиданием). 
Лист2, столбцы K, L
Статистическая задача. При заданном уровне значимости α и альтернативе K проверить по критерию Фишера гипотезу о соотношении между истинными дисперсиями распределений ошибок двух приборов: 


α=0.10,
 K: σ 1-ой гр. Больше.
Результаты.
	
	Прибор А
	Прибор В

	Объем выборки
	n1 = 66
	n2 = 57

	Дисперсия
	[image: image4.png]


40.496
	[image: image6.png]


115.907

	Статистика Фишера,   (
	0.35

	10%-я критическая область
	>1.395

	Гипотеза   H0: σ2A  ( σ2B
	принимается

	с критическим уровнем значимости
	αcrit = 1.


Вывод. С высокой степенью статистической надежности можно считать, что точность прибора А не ниже точности прибора В.

Пояснения. 
а) При построении критерия удобнее всего в числителе статистики Фишера ( брать ту выборочную дисперсию, которая по предположениям альтернативы K  “должна быть” больше (в данном примере – дисперсию 1-го прибора). В этом случае критическая константа Ccrit будет всегда совпадать с верхней квантилью (процентной точкой) распределения Фишера, а критическая область будет иметь вид ( > Ccrit .
б) При двусторонней альтернативе приборы равнозначны, поэтому в числитель можно поместить любую выборочную дисперсию, например, первую. Однако в этом случае возникает проблема выбора (из бесконечного числа возможностей) критических констант C1 и C2, удовлетворяющих условию:
[image: image7.png]P{C, = F = (3} = Fry12(C2) = Fey 12 (C)) = 1 — @,




где [image: image9.png]


 – функция распределения Фишера с (a, b) степенями свободы, k1 = n1–1, k2 = n2–1. В сборнике таблиц [4] предлагается выбирать C1 и C2 как нижнюю и верхнюю α/2-квантили распределения Фишера:
[image: image10.png]a a
Fiet 2 (C1) = 2 1= Fypa(Gy) = 7




К сожалению, такая рекомендация страдает одним существенным недостатком – результат может зависеть от расположения выборочных дисперсий в числителе и знаменателе статистики Фишера. В целях исправления этой ситуации можно потребовать, чтобы константы C1 и C2 удовлетворяли условию симметричности: C1=1/C2. Такое требование автоматически приводит к тому, что в числитель статистики Фишера можно поместить максимальную из двух выборочных дисперсий:
[image: image11.png]_ max {S,53}
~ min (SZ,52}




Критическая константа C* (>1) для такой статистики находится из уравнения

[image: image12.png]2 = Feyp2(CY) = Fro 1 (C7) = a,




а критический уровень значимости равен
[image: image13.png]Cerit = 2 = Frp k2 (F) — Fyp i1 (F).




Докажите справедливость последних утверждений.
Задание 10.

Описание данных. Измерялось содержание сахара в крови в двух группах больных сахарным диабетом. Исследователь не обладает никакой информацией о типе распределения измерений в группах, а также о возможном соотношении между этими распределениями. 
Лист2, столбцы M, N
Статистическая задача. При заданном уровне значимости α и границах интервалов разбиения проверить по критерию хи-квадрат гипотезу об однородности измерений в группах: 


α=0.025.

Результаты.
	
	Относительные частоты
	

	Границы
	Группа А
	Группа В
	χ2

	18.7
	0.141
	0.000
	12.435

	20.7
	0.206
	0.000
	18.174

	22.7
	0.098
	0.057
	0.972

	24.7
	0.196
	0.148
	0.600

	26.7
	0.098
	0.159
	1.321

	28.7
	0.141
	0.148
	0.013

	>28.7
	0.120
	0.488
	20.422

	Σ
	1
	1
	53.937

	Объём
	92
	88
	

	2.5%-я критическая область
	>14.449

	Гипотеза однородности групп
	отвергается

	с критическим уровнем значимости
	αcrit < 0.001


Вывод. Группы больных высоко значимо различаются по содержанию сахара в крови.
Задание 11.

Описание данных. Измерялась длина хвоста редкой породы ящериц.
Лист2, столбец O
Статистическая задача. Предполагая нормальность распределения выборочных данных, построить доверительный интервал для среднего значения длины хвоста ящериц изучаемой породы при  заданном уровне надежности: 
Q = 0.975,
 Граница: Двусторонняя.

Результаты.
	Выборочное среднее
	9.40

	Дисперсия
	19.611

	Объём выборки
	41

	Станд.ошибка среднего
	0.7

	97.5%-ый доверительный интервал для среднего всей совокупности
	[ 7.7669; 11.0283 ]


Задание 12.

Описание данных. Измерялась наполняемость консервной банки со шпротами, произведенными на экспериментальной производственной линии.
Лист2, столбец P
Статистическая задача. Предполагая нормальность распределения выборочных данных,  построить доверительный интервал для дисперсии при заданном уровне надежности: 



Q=0.95,
 Граница: Верхняя.

Результаты.
	Объём выборки
	71

	Дисперсия
	36.146

	95%-ая верхняя граница

для дисперсии

для станд.отклонения
	( 49.602
(  7.043


Задание 13.

Описание данных. Производились контрольные замеры содержания соли в банке с огурцами. По технологическим параметрам объём соли в банке должен удовлетворять заданной норме.
Лист2, столбец Q
Статистическая задача. Построить доверительный интервал для вероятности выпуска кондиционной банки с огурцами (содержание соли в которой удовлетворяет заданной норме) при  заданном уровне надежности: 

Q=0.95,
 Граница: Нижняя,
Норма: > 118.5.

Результаты.
	Объём выборки
	84

	Число кондиционных
	62

	Доля кондиционных
	0.738

	Станд. ошибка среднего
	0.048

	95%-я нижняя граница

(приближенная)

(точная)
	( 0.659

( 0.648


Задание 14.

Описание данных. Измерялась прочность (X) и коэффициент текучести (Y) металла контрольных образцов, снятых с дисков турбин авиадвигателя (по одному с каждого диска).
Лист2, столбцы R, S
Статистическая задача. При заданном уровне значимости α проверить по критерию хи-квадрат (с заданными интервалами разбиений) гипотезу о том, что измерение X не зависит от измерения Y: 

α=0.025, 
r=3, X1=118.05, Xr=126.05, 

s=5, Y1=77.05, Ys=83.05.
Результаты.
[image: image14.wmf]115

120

125

130

75

77.5

80

82.5

85

87.5


Полученные частоты
	
	X1
	X2
	X3
	(

	Y1
	7
	10
	1
	18

	Y2
	4
	17
	2
	23

	Y3
	2
	21
	3
	26

	Y4
	2
	7
	1
	10

	Y5
	0
	12
	3
	15

	(
	15
	67
	10
	n = 92

	Статистика χ2
	12.18

	степени свободы
	8

	2.5%-я критическая область
	> 17.535

	Гипотеза независимости
	принимается

	с критическим уровнем значимости
	αcrit = 0.14


Вывод. Признаки независимы.
Задание 15.

Описание данных. Измерялась прочность (X) и коэффициент текучести (Y) металла контрольных образцов, снятых с дисков турбин авиадвигателя (по одному с каждого диска). Механика формирования значений коэффициентов X и Y позволяет  предположить нормальность их двумерного распределения.
Лист2, столбцы R, S
Статистическая задача.  При заданном уровне значимости α  проверить гипотезу независимости признаков: 
α=0.025.

Результаты.
	
	X
	Y

	Среднее,  m
	121.382
	79.592

	Дисперсия,  s2
	15.273
	8.480

	Объём выборки,  n
	92
	92

	Коэффициент корреляции,   r
	0.421

	Преобразование Стьюдента,   t
	4.402

	2.5%-я критическая область
	>2.28

	Гипотеза независимости
	отвергается

	с критическим уровнем значимости
	αcrit  < 0.001


Вывод. Коэффициенты прочности и текучести высоко значимо коррелируют (зависимы).

Задание 16.

Описание данных. Измерялась прочность (X) и коэффициент текучести (Y) металла контрольных образцов, снятых с дисков турбин авиадвигателя (по одному с каждого диска).
Лист2, столбцы R, S
Статистическая задача. Построить наилучший прогноз одного из признаков по заданному значению другого признака:
прогноз X при значении Y=78.
Привести график линии регрессии в двумерном поле данных.
Результаты.
	Коэффициент корреляции
	0.421

	Уравнение регрессии X на Y
	x = 0.565 y + 76.421

	Прогноз при y=78
	x = 120.48
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