
Федеральное государственное бюджетное образовательное 
учреждение высшего профессионального образования 

“МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ 
________ УНИВЕРСИТЕТ ПУТЕЙ СООБЩЕНИЯ”

Кафедра “Автоматизированные системы управления”

Э.К.Лецкий

Модели информационных процессов на основе 
дискретных процессов Маркова

Рекомендовано редакционно-издательским советом 
университета в качестве учебного пособия 

для студентов профилей 
“Автоматизированные системы обработки информации и

управления”,
“Информационные системы и технологии на транспорте”

МОСКВА-2014



УДК 004 
Л 33

Лецкий Э.К. Модели информационных процессов на основе 
дискретных процессов Маркова: Учебное пособие. -  М.: 
МИИТ, 2014. -  25 с.

В учебном пособии рассматривается способ получения функ
ции распределения вероятностей длительностей информаци
онного процесса в случае, когда процесс относится к катего
рии дискретных однородных процессов Маркова с непрерыв
ным временем (т.е. длительности всех операций процесса -  
случайные величины распределены по Экспоненциальному 
закону, а закономерность развития процесса определяется 
матрицей переходных вероятностей). Даны элементы теории 
Марковских процессов, рассмотрены содержательные приме-

Для студентов специальностей и профилей “Автомати
зированные системы обработки информации и управления”, 
“Информационные системы и технологии”.

Ил. 9, табл. 1, библ. -  2 назв.
Рецензенты: д.т.н., проф. Шубинский И.Б.,

ОАО“НИИАС”
д.ф.-м.н. Филимонов А.М. (МИИТ)

©Московский государственный университет 
путей сообщения (МИИТ), 2014



ОГЛАВЛЕНИЕ

1 Введение.................................................................................4
2 Графическое представление информационного процесса. . 6

3 Особенности информационных процессов и обоснование 
использования теории случайных процессов....................... 7
4 Элементы теории процессов Маркова............................... 8

4.1 Определение Марковского процесса.......................... 8

4.2 Классификация состояний Марковских процессов ... 11
4.3 Система уравнений Колмогорова для вероятностей 

состояний Марковского процесса с непрерывным 
временем.......................................................................... 1 2

4.4 Пример решения системы уравнений Колмогорова опе
раторным методом...................................................................14
5 Расчет функций распределения вероятностей длительностей 
информационного процесса на основе моделей 
однородных дискретных Марковских процессов................ 19

5.1. Предпосылки использования моделей дискретных 
Марковских процессов.............................................................19

5.2. Содержательный пример расчета функции распределе
ния длительностей информационного процесса................ 2 2

Литература...............................................................................25

3



1 Введение

Информационный процесс -  это упорядоченное мно
жество операций, осуществляемых над информацией с опре
деленной целью.

Под операциями будем понимать совокупность дейст
вий, связанных со сбором, передачей, хранением, обработкой 
и представлением данных.

При этом “данные” -  это информация, представленная 
в виде, допускающем осуществление операций с использова
нием средств вычислительной техники.

Информационная технология -  совокупность методов, 
способов, приёмов реализации операций над информацией 
[ 1].

Информационная система -  это средство реализации 
информационного процесса с использованием определённой 
информационной технологии.

В настоящее время термин “информационная система” 
(ИС) используется лишь по отношению к системам, постро
енным на основе вычислительной и коммуникационной тех
ники.

Другое определение ИС: “совокупность аппаратно- 
программных средств, а также работающего с ними персона
ла (пользователей), предназначенная для сбора, передачи, 
хранения, обработки и представления данных” [1 ].

В этом определении подчёркивается человеко- 
машинный характер ИС (ранее для подобных систем был 
принят термин “автоматизированная система”, вообще гово
ря, не утративший своего значения в настоящее время). Тер
мин “информационная система” мы будем использовать как 
общий для обозначения всего класса человеко-машинных 
(автоматизированных) систем, построенных на базе аппарат
но-программных средств вычислительной и коммуникацион
ной техники.
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Любая теория есть совокупность закономерностей, вы
явленных при изучении реальных (физических, социальных и 
прочих) процессов (объектов, явлений и пр.), позволяющая 
прогнозировать эти процессы, воздействовать на них, созда
вать объекты с желаемыми свойствами. Выявленные законо
мерности представляются в виде модели процесса, явления, 
объекта и т.д.

В [1] дана классификация моделей объектов (процес
сов, явлений и пр.). В данном пособии речь пойдёт только об 
аналитических математических моделях, в наибольшей сте
пени приемлемых для оценки характеристик информацион
ных процессов на этапе проектирования информационных 
систем. Математическая модель позволяет количественно 
оценить те или иные показатели, характеризующие информа
ционный процесс. Основное требование, предъявляемое к ма
тематической модели, -  адекватность реальному объекту, т.е. 
соответствие принятых при построении модели допущений, 
ограничений особенностям реального объекта. Это требова
ние определяет стратегию изучения информационных про
цессов с помощью математических моделей: сначала требу
ется выявить особенности процесса (или системы), которые 
должны быть отражены в модели, затем выбрать необходи
мый математический аппарат и определить структуру моде
ли, далее необходимо оценить параметры построенной моде
ли и, наконец, провести расчеты требуемых характеристик. 
При возможности в дальнейшем следует провести экспери
ментальное исследование объекта, т.е. осуществить множест
во измерений на реальном информационном процессе или на 
действующей информационной системе; при этом целесооб
разно с использованием аппарата математической статистики 
убедиться в адекватности принятой модели путём сопостав
ления расчётных и наблюдаемых данных [2 ].

Очевидно, что всякая математическая модель позволя
ет описать и рассчитать определённый набор характеристик
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информационного процесса или ИС. Поэтому, в общем слу
чае, один и тот же информационный процесс (или система) 
может иметь множество различных моделей. В данном посо
бии рассмотрены задачи оценки временных характеристик 
информационных процессов, а в качестве математического 
аппарата использована теория случайных процессов.

2 Графическое представление информационного 
процесса

Любой информационный процесс может быть пред
ставлен в виде графа (графа состояний)* вершины которого 
соответствуют операциям, производимым с данными (сбор, 
передача, обработка и т.д.), а дуги указывают на возможные 
переходы между операциями. На рис. 1 показан информаци
онный процесс, состоящий из 3-ех операций (Si, S2, S3), где 
вершина S4  соответствует состоянию после завершения про
цесса.

Рис. 1. Пример графического представления информационного
процесса

Поскольку рассматривается задача расчёта временных 
характеристик информационного процесса, то для каждой 
операции должны быть определены длительности выполне
ния. Эти длительности могут быть известными точно (детер
минированными) или неопределёнными (например, случай
ными). Кроме того, должны быть известны закономерности 
протекания процесса, определяющие переходы между опера
циями. Совокупность этих характеристик позволяет постро
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ить математическую модель процесса, предназначенную для 
расчета временных характеристик.

3 Особенности информационных процессов и обоснование 
использования теории случайных процессов

Длительность операции над информацией при вы
бранной технологии выполнения зависит от объёма данных и 
их качественных характеристик (например, достоверности). 
Как правило, эти характеристики различны для последова
тельности документов (запросов, задач и пр.), поступающих в 
информационную систему. В силу этого целесообразно при 
расчете характеристик информационных процессов и систем 
рассматривать длительности операций как случайные вели
чины. Помимо этого, возможна ситуация, когда различны по
следовательности операций, выполняемых даже над докумен
тами (запросами, задачами и т.п.) одного и того же вида. На
пример, операция исправления данных должна выполняться 
лишь в случае наличия и обнаружения ошибки, т.е. может 
осуществляться в одних случаях и не осуществляться в дру
гих. Это означает, что информационный процесс может быть 
представлен случайным процессом, как правило, с конечным 
числом возможных значений (значение процесса в момент t -  
это номер (или наименование) выполняемой в момент t опе
рации).

В качестве моделей информационных процессов в 
данном пособии использованы модели дискретных случай
ных процессов Маркова (Марковских процессов).

7



4 Элементы теории процессов Маркова
4.1 Определение Марковского процесса

Случайный процесс X(t) называется Марковским про
цессом (МП), если при известном значении процесса в мо
мент t (это значение обозначим x { t)) будущие значения (т.е. 
значения процесса X(t) при t > t )  зависят только от x(t’) и не 
зависят от x(t) t < t (т.е. “при известном настоящем будущее 
не зависит от прошлого”).

Процесс называется дискретным МП, если X(t) прини
мает конечное или счетное множество значений. Обозначим 
So, S], S2,... Sn -  состояния (значения) дискретного МП.

Дискретный случайный процесс \Лэжет быть с непре
рывным временем или с дискретным временем (когда значе
ния процесса рассматриваются в заданные дискретные мо
менты времени). Дискретный МП с дискретным временем 
называется цепью Маркова.

Переходная вероятность -  характеристика, опреде
ляющая закономерность поведения дискретного МП.

МП называется однородным, если закономерности его 
поведения не изменяются во времени. Пусть в момент време
ни t\ значение x(fi) процесса ДО равно <Sj, а в момент ь x{t2) =
Si .Тогда переходная вероятность

p(t\, /2, Sj, SO = р  (Sj, S„t2- t \ )  (1)

т.е. зависит только от интервала времени (t2 -  /1).
Закономерность поведения однородной цепи Маркова 

с равными интервалами At между моментами времени слу
чайного процесса, принимающего значения So,... Sn, характе
ризуется матрицей Р одношаговых переходных вероятностей:
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".Р00 Р0\ PQ2 ' ' РОг,'

Р \0 р \ \ Р\2 ■ Р\п

,РпО Рп\ Рп2 ■ Рпп ,

где p l} -  вероятность перехода из S, в за один интервал вре
мени At (за один шаг).

Матрица Р -  квадратная, все элементы находятся в
П

диапазоне 0 < < 1. При этом ]Г рц -  1, т.е. сумма эле-
7=0

ментов любой строки равна 1 .
На рис. 2 показано графическое представление одно

родной цепи Маркова. Отметим, что сумма вероятностей, за
писанных над исходящими дугами любого состояния, всегда 
равна 1 .

Рис.2. Графическое представление однородной цепи Маркова

В случае дискретного Марковского процесса с непре
рывным временем переход из состояния в состояние проис-
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Поглощающее состояние: это замкнутое множество 
состояний, состоящее из одного состояния.

На рис.5 показан пример поглощающего состояния 
(состояние Si).

Рис.5. Пример поглощающего состояния

4.3 Система уравнений Колмогорова для вероятностей 
состояний Марковского процесса с непрерывным временем

Рассмотрим дискретный Марковский процесс на ин
тервале (?, t + f), где t -  текущее время, a So,..., Sn -  состояния

Обозначим через Рн(т)- элемент матрицы переход

ных вероятностей за время Т. Для вероятности состояния Sj в 
момент t+ T  имеем

МП.

п
P j(t + T)= X p r (t)prj(T) + Pj(t)Pjj(T) (4)

r=0,r* j
Очевидно, что
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Pjj (Г) = 1 -  X Pjr (г) (5)
r=0 , г* j

Тогда, подставляя (5) в (4) и перенося ps(t) в правую часть (4), 
получим

п
Pj (t + T)~ p j (t) = X pr (t)prj{T)-

<6 )П
- P j(t) X />уг(Г)

г=0,гФ j
Левую и правую части выражения (6 ) делим на г и пе

реходим к пределу при т —» 0. При этом в левой части мы 
будем иметь производную ps(t) по t, в правой части, согласно 
(3), вместо prS( f) и Р)г(т) получим соответственно величины 
Лу и Ajr . Система уравнений для вероятностей pj(t) будет
иметь следующий вид: 

dp j (t)
—т—  = Z  Pr ('И ? -  Pj ( 0  Z  A>jr > j  = ° > 2>->

r*j r*J ^

I  P7  ( 0  = 1

7=0

Выражения (7) -  это система дифференциальных уравнений 
Колмогорова для вероятностей состояний дискретного МП с 
непрерывным временем.

Для решения (т.е. для нахождения Po(t),...,pn(t)) нуж
но задать начальные условия р$ (0 ),..., рп (0 ).

Существует следующее формальное правило записи 
системы уравнения Колмогорова:
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-  число слагаемых в уравнении для состояния 5, равно числу 
дуг связанных с данным состоянием;

Рис.6 . К формальному правилу записей уравнений 
Колмогорова *

— если дуги выходят из S„ то слагаемое берётся со знаком 
если входит, то “+”;
-  каждое слагаемое равно произведению интенсивности пе
рехода по дуге на вероятность состояния, из которого дуга 
выходит.

Для состояния Si (рис.6 ) имеем:

= ~Pi Ш<. -  Pi (t)Ai„ + p. (t)/L, + p ..  (8 )
at

Решение находится обычно операторным методом путём пе
рехода от оригиналов функций Pi(t) к их изображениям

p f  (s) с помощью преобразования Лапласа.

4.4 Пример решения системы уравнений 
Колмогорова операторным методом

На рис.7 приведен граф состояний некоторого процес
са, состоящего из двух операций So и Si. Процесс начинается с
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операции So (т.е. ро(0 )  = 1 ), завершается, попадая в состояние 
S2 . Требуется найти функцию рг (?) -  вероятность состояния

Рис.7. Граф состояний процесса раздела 3.4

S2 в момент t (т.е. вероятность того, что процесс будет длить
ся не более времени t). Отметим, что если ввести случайную 
величину Т -  длительность информационного процесса, то 
функция распределения F t (?) равна:

Пользуясь формальным правилом и графом состояний 
процесса (рис.7), запишем систему дифференциальных урав
нений Колмогорова для вероятностей состояний:

F t (?) = Вер (T<t ) =р2 (/) (9)

~ т ^  = ~(A + M)Pi(0 + Jpo (Оat (10)

at
P0 W + P 1 (0 + Рг (0 = 1
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Преобразуем по Лапласу левые и правые части каждо
го уравнения системы уравнений ( 1 0 ) (с учётом таблицы 1 ):

Из (11)

^0 (5)- 1 = Pi (■*)/* _ Р°о 

■̂1° (•*) = Pq (sH  ~ P\ С*)(Я + и )  

spQ2 (s ) =  p ^  (s)A

Ро(*) + Р°(*) + Р$(*') = ̂

Ao ( s ) = l ± « & )
S  +  A

Из (13)

Подставляем (15) и (16) в (14):

/>2 (5) = - Л ° ( 5)5

(П)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

+ - ^ Т  P i  ( s )  +  P i  ( s )  +  —  P i  (5) = -  
s +  Л  s +  A  s s

Разрешим (17) относительно p\ (5) :
1 1

J + * - _____ £±/ - .д_____ = _____
1 I № 1 s(s +  A ) + p s  +  A(s +  A)  ( s  +  Л ) 2  +  jus

(17)

s +  A s 

A

s 2  + s ( 2 A +  ju) +  A2  (s - s \ ) ( s - s 2 ) ’
(18)

7 9где si и s'2 -  корни уравнения s + s(2A + //) + A = 0 .
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О /ГПользуясь (16), находим Р2 (s) = ------------------- . (19)
ф - 5 , ) 0 - 5 2)

Переходим от изображения Pi{s) к оригиналу p jit)  (см. 
табл. 1 , последняя строка):

р 2(0 = х
0$\‘ 1

*1 (* 1  - * 2 ) ^2 ( ^ 2  — ̂ l) s\s2
(20)

Для проверки правильности полученного результата 
(2 0 ) следует убедиться, что при / = 0  имеем /?2(0 ) = 0 , а при t, 
стремящемся к бесконечности, вероятность pj(t) должна 
стремиться к 1 .
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Таблица 1 Преобразования по Лапласу

Оригинал p(t) Изображение по Лапласу p°(s)

dp(t) 
dt

sp ° (s)-p (  0 )

p(t) = с с

(const)
s

t 1

52

eal 1

( s -a )

te“‘ 1

( s - a ) 2

l(ea' - e hl) I

(a -b ) (s -a ) (s -b )

a + d at , b + d ы s + d
a —d b - a (s -  a)(s -  b)

ea' еЫ 1 1
------------1------------ 1-----
a(a -b ) b (b -a ) ab s(s -  a)(s -  b)

18



5 Расчет функций распределения вероятностей 
длительностей информационного процесса на основе 
моделей однородных дискретных Марковских процессов

5.1 Предпосылки использования моделей дискретных 
Марковских процессов

Использование модели дискретного Марковского про
цесса с непрерывным временем при расчете временных ха
рактеристик информационных процессов означает, что ин
тенсивность завершения любой операции процесса -  посто
янная величина (т.е. не зависит ни от предыстории процесса, 
ни от времени, ни от длительности пребывания в этом со
стоянии). Например, операции So и S, процесса, изображенно
го на рис.7, завершаются с интенсивностями Я и (А+//) соот
ветственно. Покажем, что если интенсивность завершения 
операции (т.е. сумма интенсивностей на дугах, исходящих из 
состояния, соответствующего операции) постоянная величи
на, то длительность операции -  случайная величина, распре
делённая по экспоненциальному закону. Для этого найдём 
функцию распределения длительностей некоторой операции 
S,, интенсивность завершения которой постоянна и равна Л,-. 
Представим процесс выполнения операции в виде графа, изо
браженного на рис. 8 .

Рис.8 . Граф состояний для получения закона распределения 
длительностей операции S,

На рис. 8  состоянию S, соответствует рассматриваемая

19



операция, а состояние S,+i -  это состояние после завершения 
операции (т.к. процесс завершается после выполнения опера
ции S\, то состояние Sj+i является поглощающим). При этом 
функция распределения F, (/) случайной величины Т, (дли
тельность операции S,) равна вероятности р,+\ (t) состояния 
Si+ 1 в момент t, при условии, что в момент t =  0  имеем /7 ,(0) = 1 . 
Для нахождения F-,{t) = />ж (?) составим и решим относитель
но Pi+ \( t)  систему дифференциальных уравнений Колмогорова 
(см. разделы 4.3 и 4.4):

t

a t
(21)

Pi(0 +Pi+\(t) = 1

Начальные условия: /?, (0) =1. 
Преобразуем систему (21) по Лапласу:
sp?(s)-l = -Ajp?(s)

sp?+l(s) = (•*) (22)

p°(s) + p?+\(s) = У

Из первого уравнения системы (22) находим

s +  Aj
(23)
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Пользуясь таблицей 1, находим 
Pi(t) = е~^‘ (24)

(25)
Полученное выражение для F,(t) является функцией распре
деления экспоненциального закона с параметром Л,-.

Итак, первая предпосылка использования моделей 
дискретных Марковских процессов с непрерывным време
нем: длительности всех операций информационного процесса
-  случайные величины, распределённые по экспоненциаль
ному закону (естественно, в общем случае, с различными 
значениями параметра закона распределения).

Обратим внимание на то, что в графе состояний про
цесса переход от операции S, может осуществляться к ряду 
иных операций (см., например, рис.6 , где из состояния 5, вы
ходят две дуги). В этом случае значение параметра закона 
распределения длительностей операции S, определяется сум
мой интенсивностей по всем исходящим дугам (для рис. 6  

имеем: Л, = Xj, + Л,.. ). При этом величины Ху интенсивно
стей перехода из состояния в состояние определяется 
следующим образом

где Pij -  вероятность перехода из состояния S, в состояние 

“S/- после завершения операции S a  Xj — параметр закона 
распределения длительности /-ой операции 
Очевидно, что

Л/ ^iPij > (26)

п
(27)

7=1
где п -  число вершин в графе состояний.
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Таким образом, вторая предпосылка использования 
моделей Марковских дискретных процессов: закономерность 
протекания процесса определяется матрицей Р переходных 
вероятностей размером (и х п), причем, если и -  число вер
шин в графе состояний, то число операций информационного 
процесса (п -1), т.к. вершина п (состояние S,,) соответствует 
состоянию после завершения информационного процесса.

5.2 Содержательный пример расчета функции 
распределения длительностей информационного процесса

Рассмотрим следующий информационный процесс: 
Операция 1: сообщение передается по каналам передачи 

данных, среднее время передачи т\\ после 
передачи выполняется операция 2 ;

Операция 2: на приёмной стороне осуществляется контроль 
принятого сообщения, среднее время контроля 
т2\ при этом с вероятностью q обнаруживается 
ошибка, и в этом случае переходят к операции 3; 
если ошибка не обнаружена (вероятность 1 -q), то 
осуществляется переход к операции 4;

Операция 3: на передающую сторону посылается сообщение
об ошибке, среднее время передачи ту, после 
этого вновь выполняется операция 1 ;

Операция 4: сообщение размещается в базе данных, среднее 
время Ш4.

Информационный процесс завершен. Требуется найти 
функцию Fj(t) распределения вероятностей длительностей 
информационного процесса.

22



Решение задачи осуществляется в следующем порядке:
А). Строим граф состояний процесса (рис.9)

Рис.9. Граф состояний примера раздела 5.2

В графе рис.9: Si -  операция передачи сообщения;
S2 -  контроль; S3 -  передача сообщения об ошибке;
S4  -  размещение в базе данных; S5 -  завершение информаци
онного процесса.
При этом матрица Р переходных вероятностей имеет сле
дующий вид

' 0 1 0 0 0 N
0 0 ч 1 - q 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 1

, 0 0 0 0 к

Отметим, что в отличие от (2) элементы Рц матрицы
Р* -  это вероятности переходов по завершению операции “Г’. 
Соответственно интенсивности переходов равны:

4  2  = — ; ^ 2 3  = ч — ; -̂ 24 = О- ?)— ; (29)т\ т 2 г» 2
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/t3 1 ------ ; Я4 5  = —
w3 m4

B) Т.к. /у  (0 = р 5 (г), то для нахождения составляем сис
тему дифференциальных уравнений Колмогорова:

= _А (0 ^ 2  + f t  (ОЛ3 1  -  _f t ( 0 —  + f t ( 0 —
a t  Ш] /и3

- f t  (00*24 + Д2 3 ) = Я  ( 0 ------f t  (О—of т\ /и2

~ = f t  (0^23 ~ f t  (04» 1 = f t  (0 —  “ f t ( 0 —  at ш2  «13

^  = f t ( / ) b i - P4 (o -L  (so)
a?  m 2 /И4

d t  »i4 

f t ( 0 + f t ( 0 + f t ( 0 + f t ( 0 + f t ( 0 =i

C) Решаем систему (30) при начальных условиях: 
р,(0)=1; (0 )= f t (0) = f t (0) = f t (0) =°
Для этого
-  преобразуем систему (30) по Лапласу:

sp iV ) - 1  = -р]0 (s)—  + рз (s)—  
тп\ т 3
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ЛР2 С*) = Р1°(*)—— P2 (J) —
W] /я2

s p i ( s )  =  P 2 ( s ) —  +  p $ ( s ) —  (31)
mj

SP4 ( )̂ = P2 0)^—^ ~ Pa («)—W2 OT4

s/>5(s) = P4($)—
/И4

P](0) CO + P 2 ] (■*) + P f ] (s ) + pf'* (s) + P(50> (*) = 1 ̂
-  решаем систему алгебраических уравнений (31) относи
тельно p j 0 \ s ) , . . . ,  p ^ \ s )  (см.раздел4.4);
-  находим с помощью таблицы 1 по изображению по Лапласу 
(выражению р ^  (s)) оригинал р$ (/).
Найденная функция р$ (t) (вероятность того, что процесс за
кончиться за время t) и есть функция Fj (?) распределения 
случайной величины Т -  длительности информационного 
процесса ( FT(t) -  это вероятность того, что случайная вели
чина /  примет значение меньшее t).
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