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ВВЕДЕНИЕ 
Возникновение и развитие механики как науки неразрывно свя-

зано с историей производительных сил общества, с уровнем произ-
водства и техники на каждом этапе. 

Становление динамики начинается только в XV-XVI столетиях. 
Главные заслуги в создании основ динамики принадлежат гениаль-
ным исследователям Галилео Галилею (1564-1642) и Исааку Ньютону 
(1643-1727). В сочинении Ньютона «Математические начала нату-
ральной философии», изданном в 1687 году, и были изложены в сис-
тематическом виде основные законы классической механики (законы 
Ньютона). 

В XVIII веке начинается интенсивное формирование в механике 
аналитических методов, т.е. методов, основанных на применении 
дифференциального и интегрального исчислений. Методы решения 
задач динамики точки и твердого тела путем составления и интегри-
рования соответствующих дифференциальных уравнений были раз-
работаны великим математиком и механиком Л. Эйлером (1707-1783). 
Из других исследований в этой области наибольшее значение для раз-
вития механики имели труды выдающихся французских ученых  
Ж. Даламбера (1717-1783) и Ж. Лагранжа (1736-1813). 

В России на развитие исследований по механике большое влия-
ние оказали труды гениального ученого и мыслителя М.В. Ломоносо-
ва (1711-1765), М.В. Остроградского (1801-1861), П.Л. Чебышева 
(1821-1894), С.В. Ковалевской (1850-1891), А.М. Ляпунова (1857-
1918), И.В. Мещерского (1859-1935), А.Н. Крылова (1863-1945),  
Н.Е. Жуковского (1847-1921). 

В наши дни перед отечественной наукой и техникой стоят важ-
нейшие задачи по ускорению научно-технического прогресса. Для 
решения этой задачи имеет важное значение повышение качества 
подготовки инженерных кадров, расширение теоретической базы их 
знаний, в том числе в области одной из фундаментальных общенауч-
ных дисциплин — теоретической механики. 
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1. ОБЩИЕ МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
ПО ИЗУЧЕНИЮ ДИСЦИПЛИНЫ 

1.1. Закон инерции 
Всякое тело сохраняет состояние покоя или равномерного прямо-

линейного движения до тех пор, пока оно не будет выведено из этого 
состояния другими телами. Система отсчёта, в которой выполняется за-
кон инерции, называется инерциальной. В большинстве задач в качестве 
инерциальной можно принять систему отсчёта, связанную с Землёй. 

1.2. Основной закон динамики 
Ускорение, получаемое точкой под действием силы пропорцио-

нально величине этой силы и обратно пропорционально массе точки. 
Направление ускорения совпадает с направлением силы: 

m/Fa =  или .m a F⋅ =  
Из формулы видно, что под действием одной и той же силы точка 

с большей массой получает меньшее ускорение. Свойство тела сохра-
нять состояние своего движения называется инертностью, следова-
тельно, тело с большей массой обладает большей инертностью. 

1.3. Закон равенства действия и противодействия 
При всяком взаимодействии силы действия и противодействия 

равны по величине, имеют общую линию действия и направлены в 
противоположные стороны. 

Следует иметь в виду, что силы действия и противодействия не 
уравновешивают друг друга, поскольку они приложены к разным те-
лам (рис. 1). 

 
Рис. 1 

Пусть на точку М1 массой m1 действует сила F2 со стороны точки 
М2, а на точку М2 массой m2 действует сила F1 со стороны точки М1. 
Тогда по закону равенства действия и противодействия F1 = F2, или 

m1a1 = m2a2. Отсюда имеем: 1 2

2 1

а m
а m

=  — ускорения, получаемые точками 

при их взаимодействии, обратно пропорциональны массам точек. 
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1.4. Закон независимости действия сил 
Ускорение, получаемое точкой под действием системы сил, рав-

но геометрической сумме ускорений, которое она получила бы под 
действием каждой из сил в отдельности. 

Этот закон позволяет записать основной закон динамики для слу-
чая, когда на точку действует несколько сил: 

1

n

k
k

m a F
=

⋅ = ∑ ,      (1) 

где 1 2 ... na a a a= + + + , ia — ускорение, получаемое точкой под дей-

ствием силы iF . 

1.5. Основное уравнение динамики в декартовых 
и естественных осях 

Спроектируем уравнение (1) на декартовые оси координат. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

∑
∑
∑

kzz
kyy
kxx

Fma
Fma
Fma

 , но 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

za
ya
xa

z
y
x

. Тогда 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

∑
∑
∑

kz
ky
kx

Fzm
Fym
Fxm

 

 
Это и есть основные уравнения динамики в декартовых осях. 

Часто эти уравнения называют дифференциальными уравнениями 
движения точки. Если уравнение (1) спроектировать на естественные 
оси координат ( b,n,τ ), то получим  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

∑
∑
∑

kbb

knn

k

Fma
Fma
Fma ττ

, но 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

=

0

2

b
n

a
/va
dt/dva
ρ

τ

 Тогда ⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

=

∑
∑
∑

kb
kn

k

F
F/mv

Fdt/mdv

0

2 ρ
τ

 

 
Это и есть основные уравнения динамики в естественных осях. 

1.6. Решение первой задачи динамики 
Первая задача динамики (прямая) заключается в том, что по из-

вестной массе точки и закону её движения требуется определить 
неизвестную силу, действующую на эту точку.  

Очевидно, для решения этой задачи необходимо уметь брать 
производную. 
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Последовательность решения задач динамики 
1. Нарисовать чертёж (схему). 
2. Приложить к материальной точке активные силы и реакции 

связей. 
3. Показать направление движения точки и выбрать оси координат. 

Одну из осей необходимо направить по скорости. Если в задаче 
дан радиус кривизны траектории или известно, что точка дви-
жется по окружности, то это говорит о том, что при решении за-
дачи следует использовать естественные оси координат. 

4. Записать основное уравнение динамики в проекции на выбран-
ные оси и определить неизвестные. 

1.7. Решение второй задачи динамики 
Вторая задача динамики (обратная) заключается в том, что по 

известной массе точки и силам, действующим на неё, требуется оп-
ределить закон движения точки. 

Решение этой задачи требует умения решать дифференциальные 
уравнения. 

При решении второй задачи динамики могут встретиться сле-
дующие случаи: 

1. F = const; 2. F = f(t); 3. F = f(v); 4. F = f(x); 5. F = f(x; v). 
Для решения задачи необходимо один или два раза проинтегриро-

вать уравнения движения точки. В случае прямолинейного движения 
точки интегрируют одно уравнение, записанное в проекции на ось x, сов-
падающую с направлением скорости. При этом если по условию задачи 
требуется определить время, за которое точка приобретет известную 
скорость или пройдет известное расстояние, ускорение представляют в 

виде 
dt

dV
a x

x = . Если по условию задачи требуется определить зависи-

мость пути от скорости или скорости от пройденного расстояния, то бы-

вает удобно представить ускорение в виде 
dx
dVV

dt
dx

dx
dVa xxx

x =⋅= . 

1.8. Дифференциальное уравнение 
относительного движения точки 

Иногда при решении задач бывает удобно рассматривать движе-
ние точки по отношению к подвижной системе отсчета. Если точка 
совершает сложное движение, то по теореме о сложении ускорений 
абсолютное ускорение есть геометрическая сумма переносного, отно-
сительного и Кориолисова ускорения, т.е. 

cre aaaa ++= .       (2) 
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Подставив (2) в (1), получим 

1
.

n

r k e c
k

m a F m a m a
=

⋅ = − −∑      (3) 

Обозначим e
)и(

e amF −= , c
)и(

c amF −= . Тогда формула (3) 

с учетом обозначений примет вид ( ) ( )

1

n
и и

r k e c
k

m a F F F
=

⋅ = + +∑ .  

Это и есть дифференциальное уравнение относительного движения 
точки. Дифференциальное уравнение относительного движения точки ни 
чем не отличается от основного уравнения динамики, если к силам, дей-
ствующим на точку, добавить переносную )и(

eF  и Кориолисову 
)и(

cF  силы инерции. Если переносное движение является поступатель-
ным, прямолинейным и равномерным, то 0=ca  и 0 .ea =  В этом слу-
чае дифференциальное уравнение относительного движения будет сов-
падать с основным уравнением динамики. Это говорит о том, что 
система отсчёта, двигающаяся относительно неподвижной поступатель-
но, равномерно и прямолинейно, является инерциальной.  

1.9. Свободные колебания 
Свободными называются колебания точки, происходящие под 

действием только восстанавливающей силы. Сила называется восста-
навливающей, если она все время стремится вернуть точку в положе-
ние равновесия. Примером восстанавливающей силы является сила 
упругости пружины. Если восстанавливающая сила пропорциональна 
смещению точки из положения равновесия, то она называется линей-
ной восстанавливающей силой. 

Пусть на точку М массой m действует линейная восстанавли-
вающая сила упругости (рис. 2): Fупр = сΔ, где с — жесткость пру-
жины (физический смысл жесткости — это сила, необходимая для 
деформации пружины на единицу длины), Н/м; Δ — деформация 
пружины, м. 

 
Рис. 2 
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На рис. 2 l0 — длина недеформированной пружины. Выбрав на-
чало координат в положении равновесия — т. О, запишем основное 
уравнение динамики в проекции на ось x: упрx Fma −= , или cxxm −= . 

Отсюда получим 
2 0.x k x+ =       (4) 

Выражение (4) — это и есть уравнение свободных колебаний 
точки. Здесь m/ck =  называется круговой частотой колебаний (фи-
зический смысл: число колебаний за 2π секунд), с–1. Общее решение 
дифференциального уравнения (4) имеет вид 

ktsinCktcosCx 21 += .      (5) 
Взяв производную по времени, имеем 

ktcoskCktsinkCx 21 +−= .      (6) 
Постоянные интегрирования С1 и С2 найдем из начальных условий: 

при 000 vx,xx,t === .     (7) 

Подставив (7) в (5) и (6), находим k/vC,xC 0201 == .  
С учетом этого решение (5) принимает вид 

ktsin
k
vktcosxx 0

0 += .    (8) 

Решение (8) можно записать в виде 

( )sin βx a kt= + ,     (9) 

где ( )20
2
0 k/vxa += — амплитуда колебаний, м; ( )0 0β /arctg x k v=  — 

начальная фаза колебаний, рад. 
Из (9) видно, что свободные колебания являются гармонически-

ми. Период колебаний можно найти по формуле:  
c/m

k
T ππ 22

== .     (10) 

1.10. Влияние постоянной силы на свободные колебания 
Пусть, кроме силы упругости, на точку действует некоторая по-

стоянная сила F (рис. 3).  

 
Рис. 3 
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В этом случае основное уравнение динамики примет вид 
FFma упрx +−= .     (11) 

Выбрав начало координат в положении равновесия — т. О, имеем:  
( )ступр xccF Δ+=Δ= , где Δст — статическая деформация пру-

жины под действием силы F. 
С учетом этого уравнение (11) примет вид: Fccxxm ст +Δ−−= .  
Но 0=Δ− стcF , тогда получим 

0=+ cxxm  или 02 =+ xkx ,     (12) 
где m/ck = .  

 
Сравнивая уравнения (4) и (12), видим, что они совпадают. Сле-

довательно, совпадают и их решения. Таким образом, постоянная си-
ла не изменяет характер колебаний точки, она лишь смещает центр 
колебаний в направлении действия силы на расстояние, равное стати-
ческой деформации пружины. 

По формуле (10): c/mT π2= , учитывая, что ст/Fс Δ= , имеем 
F/mT стΔ= π2 . Если постоянная сила является силой тяжести, то 

mgF =  и период колебаний можно найти по формуле: g/T стΔ= π2 . 

1.11. Замена системы упругих элементов 
одним — эквивалентным 

Упругий элемент называется эквивалентным данной системе уп-
ругих элементов, если под действием одной и той же силы перемеще-
ния ее точки приложения совпадают. 

а) Параллельное соединение упругих элементов с жесткостями с1 
и с2 изображено на рис. 4 слева. 

 
Рис. 4 
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В положении равновесия сила F уравновешивается двумя силами 
Fу1 = с1 Δ и Fу2 = с2 Δ: 

F = Fу1 + Fу2 = с1Δ + с2Δ = Δ(с1 + с2).   (13) 
У эквивалентного данной системе упругого элемента (рис. 4 

справа) с жесткостью сЭ сила F уравновешивается одной силой  
F = Fу = сЭΔ .     (14) 

Приравняв правые части формул (13) и (14), получим: сЭ = с1 + с2. 
Из этой формулы видно, что в случае параллельного соединения 

упругих элементов жесткость эквивалентного упругого элемента 
больше жесткости любого из них.  

б) Последовательное соединение упругих элементов с жестко-
стями с1 и с2 изображено на рис. 5 слева.  

 
Рис. 5 

Каждый из упругих элементов под действием силы F получит 
деформацию растяжения Δ1 = F/с1 и Δ2 = F/с2. Деформация эквива-
лентного упругого элемента под действием силы F равна Δ = F/сЭ. 
Жесткость эквивалентного упругого элемента найдем из условия ра-
венства деформаций: Δ = Δ1 + Δ2, тогда F/сЭ = F/с1 + F/с2. После не-
сложных преобразований найдем  

1 2

1 2

.Э
с сc
с с

=
+

     (15) 

Из (15) видно, что в случае последовательного соединения упру-
гих элементов жесткость эквивалентного упругого элемента меньше 
жесткости любого из них.  

1.12. Затухающие колебания 
В реальных условиях материальная точка, совершающая колебания, 

испытывает сопротивление движению, поэтому кроме восстанавливаю-
щей силы на нее действует сила сопротивления среды, направленная в 
сторону, противоположную движению материальной точки (рис. 6).  
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Рис. 6 

Сопротивление воздуха при малых скоростях движения пропор-
ционально первой степени скорости: VFc α−= . Выбрав начало коор-
динат в положении равновесия — т. О, запишем основное уравнение 
динамики в проекции на ось x: cупрx FFma −−=  или xxcxm α−−= . 
Отсюда получим 

22 0.x nx k x+ + =     (16) 
Это уравнение описывает движение точки под действием вос-

станавливающей силы с учетом сопротивления среды. Здесь обозна-
чено m/ck = , m/n α=2 . Найдем корни характеристического урав-
нения 02 22 =++ knλλ , соответствующего уравнению (16):  

22
21 knn, −±−=λ .    (17)  

Если kn <  (случай малого сопротивления среды), то корни ха-
рактеристического уравнения 22

21 nkin, −±−=λ являются комплекс-
но-сопряженными, и решение уравнения (16) имеет вид 

)tksinCtkcosC(ex nt
1211 += − .   (18) 

В решении (18) обозначено: 22
1 nkk −= . 

Взяв производную по времени от (18) и использовав начальные 
условия, можно определить постоянные интегрирования С1 и С2. 

 
Решение (18) можно записать в виде 

( )sin βntx ae kt−= + .    (19) 
График функции (19) показан на рис. 7.  
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Рис. 7 

Из графика видно, что движение точки в этом случае носит коле-
бательный характер. При этом максимальные отклонения точки от 
положения равновесия с течением времени убывают по экспоненте. 
Такие колебания называются затухающими. Функция (19) не являет-
ся периодической, тем не менее, периодом колебаний в этом случае 
называют промежуток времени между двумя последовательными 
максимальными отклонениями точки от положения равновесия в одну 
сторону. Его можно найти по формуле 

( ) ( )22
22

11
11

222
k/n

T

k/n

k/nk/k/T
−

=
−

=−==
πππ ,  (20) 

где T — период соответствующих свободных колебаний.  
 
Из формулы (20) видно, что TT >1 . Скорость убывания амплитуды 

колебаний характеризует коэффициент, называемый декрементом 
колебаний: 1nTe . Этот коэффициент показывает, во сколько раз умень-
шается максимальное отклонение точки от положения равновесия за 
один период. 

1.13. Случай апериодического движения (n > k) 
Если kn >  (случай большого сопротивления среды), то корни ха-

рактеристического уравнения (17) 22
21 knn, −±−=λ являются дейст-

вительными и отрицательными. Решение уравнения (16) в этом слу-
чае имеет вид 

tt eCeCx 2
2

1
1

λλ
⋅+⋅= .    (21) 

Взяв производную по времени от (21) и использовав начальные 
условия, можно определить постоянные интегрирования С1 и С2. 

Сценарии развития событий в этом случае показаны на рис. 8.  
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Рис. 8 

Из графиков видно, что движение точки в этом случае носит не 
колебательный характер и точка с течением времени асимптотически 
приближается к положению равновесия: 0

0

=
→

xlim
t

. 

При этом кривая 1 соответствует случаю, когда 00 >x ; кривая 2 
соответствует случаю, когда 00 =x ; кривая 3 соответствует случаю, 
когда 00 <x . Во всех трех примерах принято, что x0 > 0.  

1.14. Случай апериодического движения (n = k) 
Если n = k (это также случай большого сопротивления среды), 

то корень характеристического уравнения (17) n, −=21λ , то есть явля-
ется кратным, действительным и отрицательным. Решение уравнения 
(16) в этом случае имеет вид 

1 2( ) ntx C C t e−= + .     (22) 

Взяв производную по времени от (22) и использовав начальные 
условия, можно определить постоянные интегрирования С1 и С2. В 
этом случае, найдя предел по правилу Лопиталя, получим  

1 2 2

0 0 0

0nt nt
t t t

C C t C
e nelimx lim lim

→ → →

+
= = = . 

Следовательно, и в этом случае движение точки носит неколеба-
тельный характер, и точка с течением времени асимптотически при-
ближается к положению равновесия. Сценарии развития событий в 
этом случае такие же, как и на рис. 8. 
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1.15. Вынужденные колебания точки 
Рассмотрим движение точки (рис. 9) под действием восстанавли-

вающей и некоторой периодической силы: F = F0· sin(ωt), сопротив-
ление среды не учитываем.  

 
Рис. 9 

Колебания точки под действием этих сил называются вынужден-
ными. Уравнение движения точки в этом случае имеет вид 

).tsin(Fcxxm ω0+−=  

Разделив на массу и обозначив m/FH,m/ck 00
2 == , получим урав-

нение вынужденных колебаний точки без учета сопротивления среды:  

).tsin(Hxkx ω⋅=+ 0
2     (23) 

Уравнение (23) является неоднородным. Его общее решение  
x = x1 + x2, где ktsinCktcosCx 211 +=  — общее решение соответствую-
щего однородного уравнения; x2 — частное решение уравнения (23). 
Частное решение ищем в виде ).tsin(Ax ω⋅=2  Подставив это решение 
в уравнение (23), найдем амплитуду вынужденных колебаний А:  

0 0 0 0
2 2 2 2 2 2 2

/ 1
(1 / ) 1 /

H F m F FA
k k k k c c

η
ω ω ω

= = = =
− − −

. 

Общее решение уравнения (23):  

tsin
k/

c/F
ktsinCktcosCx ω

ω 22
0

21 1−
++= .   (24) 

Постоянные интегрирования С1 и С2 можно найти из начальных 
условий: при 000 vx,xx,t === . Коэффициент 221

1
k/ω

η
−

=  называ-

ется коэффициентом динамичности (рис. 10) и показывает, во сколько 
раз амплитуда вынужденных колебаний больше статического смеще-
ния точки под действием силы F0. 



 17

 

Рис. 10 

1.16. Резонанс 
Резонансом называется явление, возникающее в случае, когда 

частота свободных колебаний k совпадает с частотой возмущающей 
силы ω. В этом случае коэффициент динамичности η = ∞ , и функция 
(24) уже не является решением уравнения (23), так как амплитуда вы-
нужденных колебаний равна бесконечности. Уравнение движения 
точки в этом случае имеет вид (p = k = ω):  

2
0 sin( ).x p x H p t+ = ⋅     (25) 

Наибольший интерес представляет частное решение уравнения 
(25), соответствующее вынужденным колебаниям, поскольку свобод-
ные колебания быстро затухают, даже при наличии малого сопротив-
ления среды. Частное решение уравнения (25) ищем в виде 

)tpcos(tAx ⋅⋅=2 . 
Взяв от x2 вторую производную по времени, найдем 

)ptcos(tAp)ptsin(Apx 2
2 2 −−= . Подставив 2x  и 2x  в (25), получим: 

)tpsin(H)ptcos(tAp)ptcos(tAp)ptsin(Ap ⋅=+−− 0
222 . 

Два последних слагаемых в левой части равенства взаимно унич-
тожаются. Тогда, приравняв коэффициенты при )ptsin( , находим 

p
H

A
2

0−= . В результате, частное решение уравнения (25), описываю-

щее вынужденные колебания при резонансе, примет вид 

0
2 cos( )

2
H

x t p t
p

=− . График этой функции показан на рис. 11. 
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Рис. 11 

Из рисунка видно, что амплитуда колебаний точки при резонансе 
нарастает с течением времени. Поэтому если рабочая частота выше 
собственной частоты колебаний, то стараются достичь ее как можно 
быстрее, чтобы при переходе через резонансную частоту не успели 
развиться слишком большие колебания. 

1.17. Теорема об изменении количества движения точки 
Количеством движения точки называется вектор, равный про-

изведению массы точки на её скорость Vm  (рис. 12). 

 
Рис. 12 

Запишем основное уравнение динамики: ∑= kFam  или 

∑= kF
dt
Vdm . Внеся массу под знак дифференциала (m = const), получим 

теорему об изменении количества движения точки в дифференциальной 
форме: ( ) ∑= kF

dt
Vmd  — производная по времени от количества дви-

жения точки равна сумме сил, действующих на нее. Разделяя переменные 

и интегрируя, имеем ( ) ∫ ∑∫ =
t

t
k

v

v
dtFVmd

00

. Поменяв местами действия 

суммирования и интегрирования в правой части уравнения, взяв интеграл в 

левой части уравнения и обозначив k

t

t
k SdtF =∫

0

, получим теорему об 

изменении количества движения точки в интегральной форме:  
∑=− kSVmVm 0      (26) 
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Вектор kS  называется импульсом силы. Если F = const, то 
tSF ⋅= .  

Изменение количества движения точки за некоторый промежу-
ток времени равно сумме импульсов сил, действующих на неё за тот 
же промежуток времени. 

Теорема об изменении количества движения точки векторная, ее 
можно записать в проекциях на оси координат: 

∑=− kxxx SmVmV 0 ; 

∑=− kyyy SmVmV 0 ; 

∑=− kzzz SmVmV 0 . 

 

1.18. Теорема об изменении момента 
количества движения точки 

Моментом количества движения точки относительно т. О назы-
вается вектор Ol , равный векторному произведению радиус-вектора, 
проведенного из т. О в рассматриваемую точку на вектор ее количе-
ства движения (рис. 13).  

 
Рис. 13 

( ) VmrVmml OO ×== . 
Понятие момента количества движения точки вводится по анало-

гии c понятием момента силы: 
( ) ( ) FrFmFm OO ×== , 

т.е. модуль момента количества движения точки можно найти по 
формуле: hVmlO ⋅= , где h — плечо. Направление вектора Ol  опре-
деляется по правилу векторного произведения. Геометрически мо-
мент количества движения точки равен удвоенной площади ∆ОАВ. 
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Теорема :  Производная по времени от момента количества 
движения точки относительно центра О равна сумме моментов сил, 
действующих на неё, относительно того же центра:  

∑= )F(m
dt
ld

kO
O .     (27) 

Дока з а т ельство : 
( ) ( )

dt
VmdrVm

dt
rd

dt
Vmrd

dt
ld O ×+×=

×
= . 

Но V
dt

rd
= , а по теореме об изменении количества движения 

( ) ∑= kF
dt

Vmd
, тогда ∑×+×= k

O FrVmV
dt
ld

.  
Учитывая, что векторное произведение двух параллельных век-

торов равно нулю: 0=× VmV , а ∑∑ =× )F(mFr kOk , получим: 

∑= )F(m
dt
ld

kO
O , что и требовалось доказать. 

Теорема об изменении момента количества движения точки век-
торная, поэтому её можно записать в проекциях на оси координат: 

∑= )F(m
dt
ld

kx
x ; ∑= )F(m

dt
ld

ky
y ; ∑= )F(m

dt
ld

kz
z . 

1.19. Элементарная работа силы. Работа силы 
на конечном перемещении. Мощность 

Работа постоянной силы на прямолинейном перемещении (рис. 14) 
равна скалярному произведению вектора силы на вектор перемещения:  

A = F·s·cosα. 

 
Рис. 14 

Если сила, действующая на точку, является переменной или её 
перемещение является криволинейным (рис. 15), то в этом случае 
вводится понятие элементарной работы силы dA, которой называется 
работа силы на бесконечно малом перемещении. Поскольку беско-
нечно малое перемещение можно считать прямолинейным, а силу на 
этом перемещении постоянной, то αcosrdFdA ⋅⋅= . 
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Рис. 15 

Соответственно элементарная работа силы равна скалярному 
произведению вектора силы на вектор элементарного перемещения: 

rdFdA ⋅= . Если раскрыть скалярное произведение, то получим 

dzFdyFdxFdA zyx ++= .    (28) 

Учитывая, что направление вектора rd  в пределе совпадает с 
направлением вектора τ , а dsrd = , получим еще одну формулу: 

dsFdA τ= . 
Работа силы на конечном перемещении М0М1 равна взятому 

вдоль этого перемещения интегралу от элементарной работы: 

( )

( )

( )

( )

( )

( )
∫∫∫ ++====

1

0

1

0

1

0

M

M
zyx

M

M

M

M
dzFdyFdxF...dsFdAA τ . 

Геометрически работа силы равна площади криволинейной тра-
пеции (рис. 16). 

 
Рис. 16 

Средней мощностью силы называется отношение работы силы к 
промежутку времени, за который она совершена: t/ANср Δ= . Мощ-
ностью силы в данный момент называется отношение элементарной 
работы к бесконечно малому промежутку времени:  
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VF
dt

rdFdt/dAdN ⋅=⋅== , т.е. мощность силы равна скалярному 

произведению вектора силы на скорость. Работа измеряется в джо-
улях, а мощность в ваттах: 1 Дж = 1 Н·м. 1 Вт = 1 Дж/с. 

1.20. Работа силы тяжести 
Пусть точка переместилась из положения М0 в положение М1, как 

показано на рис. 17. Силу тяжести на этом перемещении считаем по-
стоянной.  

 
Рис. 17 

Это можно сделать, если перемещение происходит вблизи по-
верхности земли. Для определения работы силы тяжести воспользу-
емся формулой (28). 

Из рис. 17 видно, что: Fx = Fy = 0, а Fz = –G,  

тогда  ( ) ( ) .zzGzzGGdzA
z

z
1001

1

0

−=−−=−= ∫  

Окончательно .HGA ⋅=  
Работа силы тяжести тела равна произведению силы тяжести 

на высоту, при этом работа положительна, если тело опускается вниз, 
и отрицательна, если тело поднимается. Работа силы тяжести не зави-
сит от траектории, по которой перемещается точка, а зависит лишь от 
её начального и конечного положения. Работа силы тяжести на замк-
нутом перемещении равна нулю. 

1.21. Работа силы упругости 
Определим работу силы упругости на перемещении груза М из 

положения М0 в положение М1 (рис. 18). Силу упругости считаем 
пропорциональной деформации упругого элемента с жесткостью с, 
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Н/м. В этом случае силу упругости можно найти по формуле  
Fупр = сx, где x — деформация упругого элемента в рассматриваемом 
положении, которая равна координате х груза М. 

 
Рис. 18 

Для определения работы силы тяжести воспользуемся формулой (28).  
Из рис.18 видно, что: Fx = –Fyпр = –сх, а Fу = Fz = 0, тогда  

( ) ( ).xxc,xxc,cxdxzA
x

x

2222
1001

1

0

5050 −=−−=−= ∫  

Работа силы упругости равна половине произведения жестко-
сти упругого элемента на разность квадратов начальной и конечной 
деформации. 

1.22. Теорема об изменении кинетической энергии точки 
Кинетической энергией точки называется скалярная величина, 

равная половине произведения массы точки на квадрат ее скорости: 
2

2
1 mVT = . Пусть точка М перемещается из положения М0 в положе-

ние М1 (рис. 19) под действием системы сил nF,...,F,F 21 .  

 
Рис. 19 

Воспользуемся основным уравнением динамики в проекции на 

касательную: ∑= ττ kFma  или ∑= τkF
dt
dVm . 
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Учитывая, что 
( )

ds
/mVd

ds
dVmV

dt
ds

ds
dVm

dt
dVm 22

==⋅= , получим 

( ) ∑= τkF
ds

/mVd 22
 или ( ) ∑= dsF/mVd kτ22 .   (29) 

Но kk dAdsF =τ — элементарная работа силы Fk, а T/mV =22  — 
кинетическая энергия точки. С учетом этого формула (29) примет вид 

( ) ∑= kdATd или, разделив на dt, ∑= kN
dt
dT

.  (30) 

Формула (30) — это и есть теорема об изменении кинетической 
энергии точки в дифференциальной форме: производная по времени 
от кинетической энергии точки равна сумме мощностей сил, дейст-
вующих на нее. 

Проинтегрировав выражение (29) в пределах перемещения 
точки, получим теорему об изменении кинетической энергии в ин-
тегральной форме: 

∑=− kA/mV/mV 22 2
0

2
1 .    (31) 

Изменение кинетической энергии точки на некотором перемещении 
равно сумме работ сил, приложенных к ней, на том же перемещении. 

1.23. Внешние и внутренние силы 
Внутренними называются силы, действующие между точками, 

входящими в рассматриваемую систему. Они обозначаются )i(F . 
Внешними называются силы, действующие между точками сис-

темы и телами, не входящими в нее. Они обозначаются )e(F . Напри-
мер, для системы, состоящей из стола и тела, лежащего на нем, внут-
ренними являются сила давления тела на стол и сила реакции стола на 
тело. Внешними для данной системы тел являются силы тяжести тела 
и стола, а также сила реакции пола на стол. 

Согласно закону равенства действия и противодействия, сумма 
внутренних сил, а также сумма моментов внутренних сил системы 
относительно произвольного центра равны нулю:  

( )∑∑ == .Fm;F )i(
kO

)i(
k 00    (32) 

Следует иметь в виду, что несмотря на свойства внутренних сил 
(32), система точек под их действием может и не находиться в равно-
весии, т.к. эти силы приложены к различным точкам системы. 
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1.24. Масса системы, центр масс,  
момент инерции системы точек относительно оси 

Массой системы точек называется скалярная величина, равная 
сумме масс всех точек системы: kM m=∑ . 

Координаты центра масс системы (обозначается т. С) находятся 
по формулам, аналогичным формулам для определения координат 
центра тяжести:  

∑= kkC rmrM ,     (33) 
где CrиM — масса системы и радиус вектор центра масс;  

mk и kr  — соответственно масса и радиус вектор точки с номером k. 

Формула (33) векторная, координаты центра масс определяются 
по аналогичным формулам: 

.zmMz;ymMy;xmMx kkCkkCkkC ∑∑∑ ===  (33′) 

Моментом инерции системы относительно оси называется ска-
лярная величина, равная сумме произведений масс точек на квадрат 
расстояния от точек до оси (рис. 20): 

( )∑∑ +== 222
kkkkkz yxmrmJ .   (34) 

 
Рис. 20 

1.25. Момент инерции однородного стержня 
Найдем момент инерции однородного стержня длиной 2l относи-

тельно оси z, проходящей через его центр масс (рис. 21).  

 
Рис. 21 
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Пусть γ — линейная плотность стержня (масса единицы его длины, 
кг/м). Выделим на расстоянии х от оси Сz элементарный отрезок длиной 
dx. Момент инерции этого элементарного отрезка относительно оси  

Сz: 2xdmdJCz ⋅= . 

Но dxdm ⋅= γ , тогда dxxdJCz
2⋅= γ . Проинтегрировав это вы-

ражение, получаем 

3
2

3

33
2 lxdxxJ

l

l

l

l
Cz

⋅
=

⋅
=⋅=

−−
∫

γγγ . 

Но γ ·2l = m — масса стержня.  
Окончательно момент инерции однородного стержня длиной 2l 

относительно центральной оси  

3

2lmJCz
⋅

= . 

1.26. Момент инерции однородного кольца 
Найдем момент инерции однородного кольца относительно оси 

Сz, проходящей через его центр масс (рис. 22).  
Пусть γ — поверхностная плотность кольца (масса единицы его 

площади), кг/м2. Выделим на расстоянии r от оси Сz элементарное 
кольцо толщиной dr. Момент инерции этого элементарного кольца 
относительно оси Сz: 2rdmdJ Cz ⋅= . 

Но drrdm ⋅⋅= πγ 2 , тогда drrdJ Cz ⋅⋅= 32πγ .  

 
Рис. 22 

Проинтегрировав это выражение, получаем 
( ) ( ) ( )

0 0

4 4 2 2 2 24
0 0 03 22

4 2 2

RR

Cz
R R

R R R R R RrJ r dr
πγ γ π ππγγ π

− − +⋅
= ⋅ ⋅ = = =∫ . 
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Но ( )2 2
0R R mγ π π− =  — масса кольца.  

Окончательно момент инерции однородного кольца относитель-
но центральной оси  

( )
2

2
0

2 RRmJCz
+⋅

= .     (35) 

Для однородного диска радиуса R (R0 = 0) из (35) имеем 

2

2RmJCz
⋅

= . 

В случае, когда масса распределена по ободу, R0 = R и 
2RmJCz ⋅= . 

1.27. Теорема Гюйгенса 
Для системы точек, показанной на рис. 23, момент инерции отно-

сительно оси Оz можно найти по формуле (34). 
Выберем ось Ox так, чтобы она проходила через центр масс сис-

темы (т. С). Пусть расстояние между осями z и z ОС = d. Свяжем с  
т. С новую систему координат Сx1y1z1. Очевидно, что координаты то-
чек в системах Oxyz и Сx1y1z1 связаны между собой соотношениями:  
xk = x1k + d, yk = y1k, zk = z1k. 

 
Рис. 23 

Тогда  
( )( ) ( ) ∑∑∑∑ +++=++= 22

1
22

1
2 2 dmdxmyxmydxmJ k1kkk1kkk1kkOz . 

Но ( ) 1
2
1

2
Czk1kk Jyxm =+∑ ; 0222 1 =⋅⋅== ∑∑ C1kk1kk xMdxmddxm  

(см. (33′), 22 Mddmk =∑ . С учетом этого  

2
1 MdJJ CzOz += .     (36) 
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Формула (36) связывает моменты инерции относительно парал-
лельных осей и выражает теорему Гюйгенса: момент инерции систе-
мы точек относительно произвольной оси, параллельной централь-
ной, складывается из центрального момента инерции и произведения 
массы системы на квадрат расстояния между осями. 

1.28. Теорема о движении центра масс 
Пусть имеется система точек, на каждую из которых действуют 

внешние и внутренние силы. Обозначим равнодействующие этих сил, 
приложенных к точке с номером k, соответственно )e(

kF  и )i(
kF . За-

пишем основное уравнение динамики для точки с номером k: 
)i(

k
)e(

kkk FFam +=⋅ . Записывая подобные уравнения для каждой 
точки системы и суммируя их, получим 

∑∑∑ +=⋅ )i(
k

)e(
kkk FFam .   (37) 

По свойствам внутренних сил (32) ∑ = 0)i(
kF . Кроме того, взяв 

вторую производную от равенства (33) , получим 
∑ ⋅= kkC amaM . 

С учетом этого формула (37) примет вид 

∑= )e(
kC FaM .     (38) 

Формула (38) выражает теорему о движении центра масс: центр 
масс системы двигается как материальная точка, в которой сосре-
доточена масса всей системы и к которой приложены все внешние 
силы, действующие на ее точки. 

1.29. Теорема об изменении количества движения системы 
Определение : количеством движения системы точек называ-

ется вектор Q , равный геометрической сумме количеств движения 
всех точек системы:  

∑= kkVmQ . 
Запишем теорему об изменении количества движения для точки с 

номером k: 
( ) )i(

k
)e(

k
kk FF

dt
Vmd

+= . Здесь, как и ранее, )e(
kF  и )i(

kF — со-
ответственно равнодействующие внешних и внутренних сил, прило-
женных к точке с номером k. Записывая подобные уравнения для ка-
ждой точки системы и суммируя их, получим  
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( ) ∑∑∑ += )i(
k

)e(
k

kk FF
dt

Vmd
. 

Учитывая, что ∑ = 0)i(
kF , получим, поменяв местами, знаки 

суммирования и дифференцирования в левой части равенства:  

.F
dt
Qd )e(

k∑=        (39) 

Формула (39) выражает теорему об изменении количества дви-
жения системы точек в дифференциальной форме: производная по 
времени от количества движения системы равна геометрической 
сумме внешних сил, действующих на ее точки. 

Умножив равенство (39) на dt и проинтегрировав, получим тео-
рему об изменении количества движения системы точек в интеграль-
ной форме: 

∑=− )e(
kSQQ 0 ,     (40) 

где ∫=
t

t

)e(
k

)e(
k dtFS

0

— импульс силы )e(
kF . 

Изменение количества движения системы точек за некоторый 
промежуток времени равно сумме импульсов внешних сил, дейст-
вующих на её точки за тот же промежуток времени. 

Теоремы (39) и (40) — векторные, их можно записать в проекции на 
оси координат. Закон сохранения количества движения системы вытека-
ет из формул (39) и (40): если в течение некоторого промежутка време-
ни сумма внешних сил, действующих на точки системы, равна нулю, то 
ее количество движения все это время остается неизменным. 

1.30. Связь между количеством движения системы,  
массой системы и скоростью ее центра масс 

Взяв производную по времени от равенства (33) получим, учиты-

вая, что k
k

C
C V

dt
rd

,V
dt
rd

== : ∑ ⋅= kkC VmVM .  

Но по определению ∑= kkVmQ , 
тогда     CVMQ = .      (41) 
Количество движения системы равно произведению массы сис-

темы на скорость ее центра масс. 
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1.31. Применение теоремы об изменении количества движения 
системы к сплошным средам 

Рассмотрим стационарный поток жидкости, т.е. такой, у которого 
в каждой точке скорость, давление и плотность остаются неизменны-
ми с течением времени. В случае ламинарного течения (жидкость пе-
ремещается слоями, без перемешивания) траектории частиц жидкости 
являются линиями тока.  

Выделим в потоке жидкости (рис. 24) объем, ограниченный ли-
ниями тока и двумя сечениями 1 и 2. 

 
Рис. 24 

Пусть за малое время dt этот объем переместился из положения 
1-2 в положение 3-4. Тогда изменение его количества движения: 

3412 QQQd −= . Но 24341312 QQQQ −+= . 
С учетом этого 

2413 QQQd −= .     (42) 
Обозначим секундный массовый расход жидкости МС (масса 

жидкости, протекающая через сечение трубки тока за одну секунду), 
кг/м. Учитывая, что при ламинарном потоке ни одна частица жидко-
сти не выходит за границы трубки тока, то по закону сохранения ве-
щества расход жидкости в любом сечении трубки тока одинаков: 

VSM C ⋅⋅= γ , где γ — объемная плотность жидкости, кг/м3; S и V — со-
ответственно площадь произвольного сечения трубки тока и скорость 
жидкости в этом сечении.  

Тогда 224113 VdtMQ;VdtMQ CC ⋅⋅=⋅⋅=  и формула (42) принима-
ет вид: ( )21 VVdtMQd C −⋅⋅= . Подставив это выражение в теорему об 
изменении количества движения системы в дифференциальной форме 
(39), получим  

( ) ( )
1 2

e
C kM V V F− =∑ .    (43)  

Произведение VM C ⋅  называют секундным количеством движе-
ния. Тогда разность секундных количеств движения жидкости в двух 
сечениях трубки тока равна сумме объемных и поверхностных сил, 
действующих на ее частицы, заключенные между этими сечениями. 
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1.32. Теорема об изменении момента количества 
движения системы 

Моментом количества движения системы точек относительно 
центра О называется вектор OL , равный геометрической сумме век-
торов моментов количества движения всех точек системы относи-
тельно того же центра: 

( ) ∑∑∑ ×=== kkkkkOOkO VmrVmmlL . 

Теорема : Производная по времени от момента количества 
движения системы точек относительно центра О равна сумме 
моментов внешних сил, действующих на точки системы относи-
тельно того же центра 

( )( ).eO
O k

dL m F
dt

=∑     (44) 

Доказательство . Запишем теорему об изменении момента ко-
личества движения для точки с номером k:  

)F(m)F(m
dt
ld )i(

kO
)e(

kO
Ok += . 

Записывая подобные уравнения для каждой точки системы и 

суммируя их, получим ∑∑∑ += )F(m)F(m
dt
ld )i(

kO
)e(

kO
Ok .  

Учитывая, что по свойствам внутренних сил 0=∑ )F(m )i(
kO , 

получим, поменяв местами знаки суммирования и дифференцирова-

ния в левой части уравнения: ∑∑ = )F(m
dt

ld )e(
kO

Ok  или 

∑= )F(m
dt
Ld )e(

kO
O . Что и требовалось доказать. 

Теорема об изменении момента количества движения точки век-
торная, поэтому её можно записать в проекциях на оси координат: 

∑= )F(m
dt
Ld )e(

x
x

k
; ∑= )F(m

dt
Ld )e(

y
y

k
; ∑= )F(m

dt
Ld )e(

z
z

k
. 

Закон  сохранения : Если в течение некоторого времени сумма 
моментов внешних сил, действующих на точки системы, относитель-
но центра О равна нулю, то момент количества движения системы 
относительно этого центра все это время остается неизменным. 
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1.33. Кинетический момент твердого тела, вращающегося вокруг  
неподвижной оси 

Твердое тело, вращающееся вокруг неподвижной оси z (рис. 25), 
можно рассматривать как систему точек. Момент количества движе-
ния этой системы относительно оси z называют кинетическим мо-
ментом твердого тела относительно оси вращения:  

∑∑ ⋅== kkkkkzz Vmr)Vm(mL . 

 
Рис. 25 

Учитывая, что при вращательном движении 

kk rV ⋅= ω , а 2
kkk rrr =⋅ , 

получим   ∑ ⋅= ω2
kkz rmL . 

По формуле (34) получим 

ωzz JL =       (45) 

– кинетический момент твердого тела, вращающегося вокруг 
неподвижной оси, равен произведению момента инерции тела отно-
сительно оси вращения на его угловую скорость. 

1.34. Теорема об изменении кинетической энергии системы 
Определение: кинетической энергией системы точек называется 

скалярная величина, равная сумме кинетических энергий всех точек 
системы: 

2 /2.k kT mV=∑  
Запишем теорему об изменении кинетической энергии для точки 

с номером k: 
)i(

k
)e(

kkkkk AA/Vm/Vm +=− 22 2
0

2
1 , 
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где )e(
kA  и )i(

kA — соответственно работа внешних и внутренних сил, 
действующих на точку с номером k. Записывая подобные уравнения 
для каждой точки системы и суммируя их, получим 

∑∑∑∑ +=− )i(
k

)e(
kkkkk AA/Vm/Vm 22 2

0
2

1 .  (46) 

По определению 1
2

1 2 T/Vm kk =∑ , а 2
0 0/ 2k km V T=∑ . Тогда (45) при-

мет вид 

∑∑ +=− )i(
k

)e(
k AATT 0 .    (47) 

Формула (47) выражает теорему об изменении кинетической 
энергии системы: изменение кинетической энергии системы на неко-
тором перемещении равно сумме работ внешних и внутренних сил, 
действующих на точки системы на том же перемещении. 

Аналогично можно получить теорему об изменении кинетиче-
ской энергии системы в дифференциальной форме:  

∑∑ += )i(
k

)e(
k NN

dt
dT

 

– производная по времени от кинетической энергии системы рав-
на сумме мощностей внешних и внутренних сил, действующих на ее 
точки. 

1.35. Кинетическая энергия твердого тела 
в различных случаях движения 

Поступательное  движение  
В этом случае скорости всех точек тела одинаковы. Тогда 

222 222 /MV/Vm/VmT kkk === ∑∑  — кинетическая энергия тела при 
поступательном движении равна половине произведения массы тела 
на его скорость. 

Вращательное  движение  
В этом случае kk rV ⋅= ω . Тогда 

( )∑ ∑ =⋅== 222 2222 /J/rm/VmT Ozkkkk ωω  
– кинетическая энергия тела при вращательном движении равна 

половине произведения момента инерции тела относительно оси вра-
щения на квадрат его угловой скорости. 

Плоское  движение  
Плоское движение в данный момент можно рассматривать как 

вращательное вокруг мгновенного центра скоростей (т. Р, рис. 26).  
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Рис. 26 

Тогда 22 /JT Pzω= . Но по теореме Гюйгенса (36) 
( )2PCMJJ CzPz ⋅+= . 

Тогда ( ) 22 22 /PCM/JT Cz ⋅+= ωω . Но CVPC =⋅ω .  
Окончательно получаем  

22 22 /J/MVT CzC ω+= . 
Из этой формулы видно, что кинетическая энергия при плоском 

движении состоит из двух слагаемых, первое из которых соответствует 
поступательному движению тела вместе с центром масс, а второе — 
вращательному движению вокруг оси, проходящей через центр масс. 

1.36. Дифференциальные уравнения поступательного  
и вращательного движения твердого тела 

При поступательном движении все точки тела двигаются одина-
ково, поэтому для описания поступательного движения твердого тела 
достаточно описать движение хотя бы одной его точки. Если в каче-
стве этой точки выбрать центр масс тела (т. С), то для этого можно 
использовать теорему о движении центра масс (38) или в проекции на 
оси координат:  

∑= )e(
kxC FxM ; ∑= )e(

kyC FyM ; ∑= )e(
kzC FzM . 

Для описания вращательного движения воспользуемся теоремой об 
изменении момента количества движения системы (44) в проекции на ось 

z (ось вращения): ∑= )F(m
dt

dL )e(
kz

z . Кинетический момент твердого 

тела относительно оси вращения найдем по формуле (45). В результате 

получим 
( ) ∑= )F(m
dt
Jd )e(

kz
zω . Поскольку момент инерции тела — 

величина постоянная: Jz = const, то, вынеся его за знак производной, по-
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лучим 
( ) ∑= )F(m
dt
Jd )e(

kz
zω  или ∑= )F(m

dt
dJ )e(

kzz
ω

— это и есть 

дифференциальное уравнение вращательного движения твердого тела. 

Поскольку εϕϕω
=== 2

2

dt
d

dt
d

 — угловое ускорение, то это уравнение 

можно записать в виде ∑= )F(mJ )e(
kzzε  или ∑= )F(mJ )e(

kzzϕ . 
Можно заметить, что это уравнение по своей структуре аналогично ос-
новному уравнению динамики (1). При его решении могут возникнуть 
две задачи динамики — прямая и обратная. 

1.37. Дифференциальные уравнения плоского движения 
Плоское движение твердого тела можно представить как сумму 

двух движений: поступательного — вместе с центром масс и враща-
тельного — вокруг центра масс. Отсюда следует, что для описания 
плоского движения необходимо описать движение его центра масс, а 
для этого можно использовать теорему о движении центра масс (38) в 
проекции на плоскость движения (Oxy):  

∑= )e(
kxC FxM ; ∑= )e(

kyC FyM . 
Для описания вращательной составляющей плоского движения 

можно использовать теорему об изменении момента количества дви-
жения системы в относительном движении по отношению к центру 

масс, которая имеет вид, аналогичный (44): ∑= )F(m
dt
Ld )e(

kC
C  или в 

проекции на ось, перпендикулярную плоскости движения:  

∑= )F(m
dt

dL )e(
kCz

Cz .    (48) 

Учитывая, что (45) ϕω CzCzCz JJL == , находим ∑= )F(mJ )e(
kCzCzϕ . Та-

ким образом, получили три уравнения, которые и называются дифферен-
циальными уравнениями плоского движения: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

=

∑
∑
∑

)F(mJ

FyM

FxM

)e(
kCzCz

)e(
kyC

)e(
kxC

ϕ

     (49) 
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1.38. Принцип Даламбера для точки и системы 
Полученные ранее теоремы выведены из основного уравнения 

динамики. Те же теоремы можно получить и исходя из других поло-
жений, которые называются принципами механики.  

Принцип Даламбера для точки формулируется так: если к актив-
ным силам и силам реакций связей, действующим на точку, добавить 
силу инерции, то такая система сил будет уравновешенной: 

0=++ )и()r()a( FFF .    (50) 
Здесь обозначено: )a(F — равнодействующая активных (задан-

ных) сил, действующих на точку; )r(F — равнодействующая сил ре-

акций; amF )и( −=  — сила инерции. Нетрудно увидеть, что принцип 
Даламбера для точки эквивалентен основному уравнению динамики 
(1). Действительно, подставив в (50) выражение для силы инерции, 
получим amFF )r()a( =+ , что эквивалентно (1). 

Применяя принцип Даламбера для каждой точки системы, получим 
0=++ )и()i()e(

kkk FFF , k = 1…n.  (51) 

Здесь )e(
kF , )i(

kF — соответственно равнодействующие внеш-

них и внутренних сил, действующих на точку с номером k, 

kk
)и( amF k −=  — сила инерции точки с номером k. Принцип Далам-

бера для системы (51) представляет собой n уравнений и формулиру-
ется так: если к каждой точке системы кроме внешних и внутренних 
сил, действующим на нее, приложить силу инерции, то такая систе-
ма сил будет уравновешенной. 

Принцип Даламбера часто называют методом кинетостатики, по-
скольку он позволяет решать задачи динамики путем составления 
уравнений равновесия, т.е. методами статики. 

1.39. Главный вектор и главный момент сил инерции 
Определение : главным вектором сил инерции называется век-

тор, равный геометрической сумме векторов сил инерции 
∑= )и(

k
)и( FR .  
Просуммировав уравнения (51) с учетом того, что по свойствам 

внутренних сил (32) ( ) 0i
kF =∑ , а по теореме о движении центра масс 

(38) ∑ = C
)e(

k amF , получим C
)и( amR −= . 
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Определение : главным моментом сил инерции относительно  
т. О (оси) называется пара сил с моментом, равным геометрической сум-
ме моментов сил инерции относительно той же точки (оси):  

∑= )F(mM )и(
kOO

)и( , ∑= )F(mM )и(
kzz

)и( . 
Поскольку система сил, определяемых уравнением (51) является 

уравновешенной, то для нее справедливо равенство 
0000 =⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ )и()i()e(

kkk FmFmFm , k = 1…n.  (52) 

Просуммировав уравнения (52) с учетом того, что по свойствам 
внутренних сил (32) ( )∑ = ,Fm )i(

kO 0  а по теореме об изменении момен-

та количества движения системы (44) dt
Ld)F(m O)e(

kO =∑ , получим 

dt
Ld

M O
O

)и(
−= , dt

dLM z
z

)и(
−= . 

 

1.40. Приведение сил инерции для различных видов движения 
В случае поступательного движения тела силы инерции, дейст-

вующие на его точки, образуют систему параллельных сил, так как 
ускорения всех точек тела равны по величине и направлению, напри-
мер, ускорению центра масс тела — Ca . Система параллельных сил 
эквивалентна одной силе (равнодействующей), которая равна сумме 
всех сил системы и приложена в центре масс тела. В случае поступа-
тельного движения силы инерции приводятся к одной силе: 

CCk
)и( aMamR −=−= ∑ . 

В случае вращательного движения тела, обладающего плоско-
стью материальной симметрии, вокруг оси, перпендикулярной этой 
плоскости и проходящей через центр масс тела, силы инерции могут 
быть приведены к паре сил с моментом, равным главному моменту 
сил инерции относительно оси вращения: 

dt
dL

M Cz
Cz

)и(
−= . 

Учитывая, что ωCzCz JL = , находим, что в этом случае силы 
инерции могут быть приведены к паре сил, с моментом, равным глав-
ному моменту сил инерции относительно оси вращения:  

εω
CzCzCz J

dt
dJM

)и(
−=−= . 
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В случае, когда ось вращения Oz не проходит через центр масс 
тела, силы инерции приводятся к силе C

)и( aMR −= , приложенной в  

т. О, и паре сил с моментом εOzOz JM
)и(

−= , лежащей в плоскости сим-
метрии тела. 

При плоском движении тела, имеющего плоскость симметрии и 
движущегося параллельно этой плоскости, силы инерции приводятся к 
силе, приложенной в центре масс тела и равной главному вектору сил 
инерции C

)и( aMR −= , и паре сил с моментом, равным главному моменту 
сил инерции относительно оси, проходящей через центр масс:  

εω
CzCzCz J

dt
dJM

)и(
−=−= . 

1.41. Принцип возможных перемещений 
Определение : возможным называется бесконечно малое пе-

ремещение системы, которое допускают наложенные на нее связи. На 
рис. 27 показано возможное перемещение системы.  

 
Рис. 27 

Направление возможных перемещений совпадает с направлением 
скоростей точек и угловых скоростей звеньев механизма. Перемеще-
ние из положения ОАВ в положение ОА1В1 не является возможным, 
так как оно конечное. 

Определение : связь называется идеальной, если работа ее ре-
акции на любом возможном перемещении равна нулю (например, 
гладкая поверхность). 
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Для равновесия системы с идеальными двухсторонними связями 
необходимо и достаточно, чтобы сумма работ активных сил, дей-
ствующих на нее, на любом возможном перемещении равнялась нулю: 

∑ = 0)a(
k

Aδ .     (53) 

1.42. Общее уравнение динамики 
Если к активным силам, действующим на систему с идеальными 

связями добавить силы инерции, то сумма работ этих сил на любом 
возможном перемещении будет равна нулю: 

∑ ∑ =+ 0)и()a(
kk

AA δδ .    (54) 

Общее уравнение динамики является суммой двух принципов: 
принципа Даламбера и принципа возможных перемещений. Действи-
тельно, если к неуравновешенной системе сил, действующей на меха-
ническую систему, добавить силы инерции, то согласно принципу 
Даламбера такая система сил будет уравновешенной и, следователь-
но, согласно принципу возможных перемещений 

∑ ∑ ∑ =++ 0)r()и()a(
kkk

AAA δδδ .   (55) 

Но, поскольку связи, наложенные на систему, являются идеальны-
ми, то сумма работ их реакций на любом возможном перемещении рав-
на нулю: ∑ = 0)r(

k
Aδ . С учетом этого формула (55) примет вид (54). 

1.43. Уравнение Лагранжа II рода 
Уравнение Лагранжа II рода имеет вид: 

i
ii

Q
q
T

q
T

dt
d

=
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

, i = 1,…, n.   (57) 

Здесь обозначено: T — кинетическая энергия системы; ii q,q  — 
соответственно обобщенная скорость и обобщенная координата. Ско-
рость и координата называются обобщенными, поскольку могут быть 
как линейными, так и угловыми. iQ  — обобщенная сила (может быть 
как силой, так и моментом); n — число степеней свободы системы. 
Число степеней свободы системы с геометрическими связями (гео-
метрическими называют связи, которые налагают ограничения на 
положение точек системы) равно числу независимых координат, с 
помощью которых можно однозначно определить положение систе-
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мы. В общем случае точка системы может иметь бесконечное число 
возможных перемещений, но всегда найдется несколько возможных 
перемещений, через которые можно линейно выразить все остальные. 
Именно они и называются независимыми. Например, любое переме-
щение точки на плоскости можно выразить через два перемещения, 
соответствующие координатам x и y. Таким образом, точка на плоско-
сти имеет две степени свободы. Вращающееся тело имеет одну сте-
пень свободы, так как его положение можно однозначно определить, 
задав всего одно перемещение — угол поворота. Обобщенную силу 
находят по формуле 

i

i
i q

A
Q

δ
δ

=  , 

где iAδ — работа сил, действующих на систему на возможном пере-
мещении, при котором изменяется только обобщенная координата iq . 

 
Рис. 28 

Например, для точки на рис. 28 обобщенные силы, соответст-
вующие координатам x и y можно найти по формулам 

α
δ

δα
δ
δ

cosF
x

xcosF
x

A
Q x

x ⋅=
⋅⋅

==
 

α
δ

δα
δ

δ
sinF

y
ysinF

y
A

Q y
y ⋅=

⋅⋅
== . 
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2. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ 
ПО ВЫПОЛНЕНИЮ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 

2.1. Задача Д1 
Груз D массой m, получив в т. А начальную скорость υ0, движется 

в изогнутой трубе ABC, расположенной в вертикальной плоскости; 
участки трубы или оба наклонные, или один горизонтальный, а дру-
гой наклонный (рис. 1.0-1.9, табл. 1). На участке АВ, на груз кроме 
силы тяжести, действуют постоянная сила Q  (ее направление показа-
но на рисунках) и сила сопротивления среды R , зависящая от скоро-
сти υ  груза (направлена против движения); трением груза о трубу на 
участке АВ пренебречь.  

В точке В груз, не изменяя своей скорости, переходит на участок ВС 
трубы, где на него, кроме силы тяжести, действуют сила трения (коэф-
фициент трения груза о трубу f = 0,2) и переменная сила F , проекция ко-
торой Fx на ось х задана в таблице. Считая груз материальной точкой и 
зная расстояние АВ = l или время t1 движения груза от т. А до т. В, найти 
закон движения груза на участке ВС, т. е. x = f(t), где x = BD. 

Указание .  Задача Д1 — на интегрирование дифференциаль-
ных уравнений движения точки (решение основной задачи механики). 
Решение задачи разбивается на две части. Сначала нужно составить и 
проинтегрировать методом разделения переменных дифференциаль-
ное уравнение движения точки (груза) на участке АВ, учтя начальные 
условия. Затем, зная время движения груза на участке АВ или длину 
этого участка, определить скорость груза в т. В. Эта скорость будет 
начальной для движения груза на участке ВС. После этого нужно со-
ставить и проинтегрировать дифференциальное уравнение движения 
груза на участке ВС тоже с учетом начальных условий, ведя отсчет 
времени от момента, когда груз находится в т. В, и полагая в этот мо-
мент t = 0. При интегрировании уравнения движения на участке АВ в 
случае, когда задана длина l участка, целесообразно перейти к пере-
менной х, учтя, что .

dx
d

dt
d x

x
x υ

υ
υ

=  

Таблица 1. Исходные данные для решения задачи Д1 
Номер 
условия m, кг υ0, м/с Q, H R, H l, м t, c Fx, H 

1 2 3 4 5 6 7 8 
0 2 20 6 0,4υ – 2,5 2sin(4t) 
1 2,4 12 6 0,8 υ2 1,5 – 6t 
2 4,5 18 9 0,5 υ – 3 3sin(2t) 
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Продолжение таблицы 1
1 2 3 4 5 6 7 8 
3 6 14 22 0,6 υ2 5 – –3cos(2t) 
4 1,6 18 4 0,4 υ – 2 4cos(4t) 
5 8 10 16 0,5 υ2 4 – –6sin(2t) 
6 1,8 24 5 0,3 υ – 2 9t2 
7 4 12 12 0,8 υ2 2,5 – –8cos(4t) 
8 3 22 9 0,5 υ – 3 2cos(2t) 
9 4,8 10 12 0,2 υ2 4 – –6sin(4t) 

 

Рисунки  к  в ари ан т ам  з а д аний  

 
Рис. 1.0      Рис. 1.1 

 
Рис. 1.2      Рис. 1.3 

 

 
Рис. 1.4      Рис. 1.5 
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Рис. 1.6      Рис. 1.7 

 

 
Рис. 1.8      Рис. 1.9 

 
Пример  решения  з адачи  Д1  

На вертикальном участке АВ трубы (рис. 1.10) на груз D массой m 
действует сила тяжести и сила сопротивления R ; движение от точки 
А, где υ0 = 0, до точки В длится t1 c. На наклонном участке ВС на груз 
действуют сила трения (коэффициент трения груза о трубу равен f) и 

переменная сила F = F(t), заданная в ньютонах. 
Дано : m = 8 кг, R = μυ2, где μ = 0,2 кг/м,  
υ0 = 0, t1 = 2 c, f = 0,2, Fx = 16 sin (4t), α = 30˚. 
Определить : x = f(t) — закон движения груза 
на участке ВС. 
Решение :  

1. Рассмотрим движение груза на участке АВ, 
считая груз материальной точкой. Изображаем 
груз (в произвольном положении) и действующие 
на него силы RgmP  и = . Проводим ось Аz и 
составляем дифференциальное уравнение 
движения груза в проекции на эту ось: 

∑ +== . или zz
z

kz
z RP

dt
dmF

dt
dm υυ    (1) 

Рис. 1.10 
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Далее находим Pz = P = mg, Rz = –R = –μυ2; подчеркиваем, что в 
уравнении все переменные силы надо обязательно выразить через ве-
личины, от которых они зависят. Учтя еще, что υz = υ, получим 

.
dt
d  22

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−= υ

μ
μυμυυ mg
m

илиmg
dt
dm    (2) 

Введем для сокращения записей обозначение 
м/с), 20(       4002 === nmgn

μ
   (3) 

где при подсчете принято g ≈ 10 м/с2. Тогда, разделяя в уравнении (2) пе-
ременные и взяв затем от обеих частей равенства интегралы, получим 

.ln
2
1   и   122 Ct

mn
n

n
dt

mn
d

+=
−
+

=
−

μ
υ
υμ

υ
υ     (4) 

По начальным условиям при t = 0 υ = υ0 = 0, что дает С1 = (1/2n) ⋅ 
ln1 = 0. Введя еще одно обозначение 

,5,0 1−== c
m

nk μ      (5) 
получим из (4) 

2ln 2     и    .ktn nkt e
n n

υ υ
υ υ

+ +
= =

− −
 

Отсюда находим, что 

.
1
1

2

2

+
−

= kt

kt

e
enυ       (6) 

Полагая здесь t = t1 = 2 c и заменяя n и k их значениями (3) и (5), 
определим скорость υВ груза в точке В (число е = 2,7): 

м/с. 2,15
1
120 2

2

=
+
−

=
e
e

Bυ     (7) 
2. Рассмотрим движение груза на участке ВС; найденная ско-

рость υВ будет для движения на этом участке начальной скоростью 
(υ0 = υВ). Изображаем груз (в произвольном положении) и дейст-
вующие на него силы .,,, FFNgmP ТР=  Проведем из точки В оси Вх и 
Ву и составим дифференциальное уравнение движения груза в про-
екции на ось Вх: 

XТРХ
x FFNxPx

dt
dm +++=
υ

или  ,sin xТР
x FFmg

dt
dm +−= αυ   (8) 

где FТР = fN. Для определения N составим уравнение в проекции на 
ось Вy. Так как ау = 0, получим 0 = N – mgcosα, откуда N = mgcosα. 
Следовательно, Fтр = fmgcosα; кроме того, Fx = 16sin(4t) и управле-
ние (8) примет вид 

).4sin(16)cos(sin tfmg
dt

dm x +−= ααυ     (9) 
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Разделив обе части равенства на m, вычислим  
g(sinα – f cos α) = g(sin30˚– 0,2cos30˚) = 3,2; 16/m = 2 и поставим 

эти значения в (9). Тогда получим 

).4sin(22,3 t
dt

d x +=
υ     (10) 

Умножая обе части уравнения (10) на dt и интегрируя, найдем 

.)4cos(
2
12,3 2Cttx +−=υ     (11) 

Будем теперь отсчитывать время от момента, когда груз находит-
ся в т. В, считая в этот момент t = 0. Тогда при t = 0 υ = υ0 = υВ, где υВ 
дается равенством (7). Подставляя эти величины в (11), получим 

.7,155,02,150cos5,02 =+=+= BC υ  
При найденном значении С2 уравнение (11) дает 

.7,15)4cos(5,02,3 +−== tt
dt
dx

xυ     12) 
Умножая здесь обе части на dt и снова интегрируя, найдем 

х = 1,6t2 – 0.13sin(4t) + 15,7t + C3.                      (13) 
Так как при t = 0 x = 0, то C3 = 0 и окончательно искомый закон 

движения груза будет 

),tsin(,t,t,x 413071561 2 −+=                               (14) 
где x — в метрах, t — в секундах. 

 
2.2. Задача Д2 

Механическая система состоит из грузов 1 и 2, ступенчатого 
шкива 3 с радиусами ступеней R3 = 0,3 м, r3 = 0,1 м и радиусом инер-
ции относительно оси вращения ρ3 = 0,2 м, блока 4 радиуса R4 = 0,2 м 
и катка (или подвижного блока) 5 (рис. 2.0-2.9, табл. 2); тело 5 считать 
сплошным однородным цилиндром, а массу блока 4 — равномерно 
распределенной по ободу. Коэффициент трения грузов о плоскость  
f = 0,1. Тела системы соединены друг с другом нитями, перекинутыми 
через блоки и намотанными на шкив 3 (или на шкив и каток); участки 
нитей параллельны соответствующим плоскостям. К одному из тел 
прикреплена пружина с коэффициентом жесткости с.  

Под действием силы F = f(s), зависящей от перемещения s точки 
ее приложения, система приходит в движение из состояния покоя; 
деформация пружины в момент начала движения равна нулю. При 
движении на шкив 3 действует постоянный момент М сил сопротив-
ления (от трения в подшипниках). 
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Определить значение искомой величины в тот момент времени, 
когда перемещение s станет равным s1 = 0,2 м. Искомая величина ука-
зана в столбце «Найти» таблицы, где обозначено: υ1, υ2, υс5 — скоро-
сти грузов 1, 2 и центра масс тела 5 соответственно, ω3 и ω4 — угло-
вые скорости тел 3 и 4.  

Все катки, включая и катки, обмотанные нитями (как, например, 
каток 5 на рис. 2.0), катятся по плоскостям без скольжения.  

На всех рисунках не изображать груз 2, если m2 = 0; остальные 
тела должны изображаться и тогда, когда их масса равна нулю. 

Указания .  Задача Д2 — на применение теоремы об изменении 
кинетической энергии системы. При решении задачи учесть, что ки-
нетическая энергия Т системы равна сумме кинетических энергий 
всех входящих в систему тел; эту энергию нужно выразить через ту 
скорость (линейную или угловую), которую в задаче надо определить. 
При вычислении Т для установления зависимости между скоростями 
точек тела, движущегося плоскопараллельно, или между его угловой 
скоростью и скоростью центра масс воспользоваться мгновенным 
центром скоростей (кинематика). При вычислении работы надо все 
перемещения выразить через заданное перемещение s1, учтя, что за-
висимость между перемещениями здесь будет такой же, как между 
соответствующими скоростями. 

Таблица 2. Исходные данные для решения задачи Д2 

Номер 
условия 

m1,  
кг 

m2, 
кг 

m3, 
кг 

m4, 
кг 

m5, 
кг 

с, 
Н/м 

М, 
Н⋅м 

F = f(s), 
H Найти

0 0 6 4 0 5 200 1,2 80(4+5s) ω3 

1 8 0 0 4 6 320 0,8 50(8+3s) υ1 

2 0 4 6 0 5 240 1,4 60(6+5s) υ2 

3 0 6 0 5 4 300 1,8 80(5+6s) ω4 
4 5 0 4 0 6 240 1,2 40(9+4s) υ1 

5 0 5 0 6 4 200 1,6 50(7+8s) υС5 

6 8 0 5 0 6 280 0,8 40(8+9s) ω3 
7 0 4 0 6 5 300 1,5 60(8+5s) υ2 

8 4 0 0 5 6 320 1,4 50(9+2s) ω4 
9 0 5 6 0 4 280 1,6 80(6+7s) υС5 
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Рисунки  к  в ари ан т ам  з а д аний  

 
Рис. 2.0      Рис. 2.1 

 

 
Рис. 2.2      Рис. 2.3 

 

 
Рис. 2.4      Рис. 2.5 
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Рис. 2.6      Рис. 2.7 

 
Рис. 2.8      Рис. 2.9 

 

Пример  решения  з адачи  Д2  
Механическая система (рис. 2.10) состоит из сплошного одно-

родного цилиндрического катка 1, подвижного блока 2, ступенчатого 
шкива 3 с радиусами ступеней R3 и r3 и радиусом инерции относи-
тельно оси вращения ρ3, блока 4 и груза 5 (коэффициент трения груза 
о плоскость равен f). Тела системы соединены нитями, намотанными 
на шкив 3. К центру Е блока 2 прикреплена пружина с коэффициен-
том жесткости с; ее начальная деформация равна нулю. Система при-
ходит в движение из состояния покоя под действием силы F = f(s), за-
висящей от перемещения s точки ее приложения. На шкив 3 при 
движении действует постоянный момент М сил сопротивления. 
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Рис. 2.10 

Дано :  m1 = 8 кг, m2 = 0, m3 = 4 кг, m4 = 0, m5 = 10 кг, R3 = 0,3 м,  
r3 = 0,1 м, ρ3 = 0,2 м, f = 0,1, c = 240 Н/м, M = 0,6 Н⋅м, F = 20(3 + 2s)Н,  
s1 = 0,2 м. 

Определить :  ω3 в тот момент времени, когда s = s1. 
Решение :  
1. Рассмотрим движение неизменяемой механической системы, 

состоящей из весомых тел 1, 3, 5 и невесомых тел 2, 4, соединенных 
нитями. Изобразим действующие на систему внешние силы: активные 

 ,,,,, 531 PPPFF УПР реакции 5431 ,,, NNNN , натяжение нити 2S , силы трения 
ТРТР

FF 51 , и момент М. 
Для определения ω3 воспользуемся теоремой об изменении кине-

тической энергии: 

0 .e

k
T T A− =∑       (1) 

2. Определяем Т0 и Т. Так как в начальный момент система нахо-
дилась в покое, то Т0 = 0. Величина Т равна сумме энергий всех тел 
системы: 

531 TTTT ++= .     (2) 

Учитывая, что тело 1 движется плоскопараллельно, тело 5 — по-
ступательно, а тело 3 вращается вокруг неподвижной оси, получим 

.
2
1    ,

2
1

;
2
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2
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2
333

2
11

2
111

υω
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mTJT
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==

+=
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Все входящие сюда скорости надо выразить через искомую ω3. 
Для этого предварительно заметим, что υС1 = υ5 = υА, где А — любая 
точка обода радиуса r3 и что точка К1 — мгновенный центр скоростей 
катка 1, радиус которого обозначим r1. Тогда   

.     ;
1

3
3

1

1

11

1
13351 r

r
rCK

r CC
C ω

υυ
ωωυυ =====     (4) 

Кроме того, входящие в (3) моменты инерции имеют значения 
.    ;5,0 2

333
2

111 ρmlrmlC ==      (5) 

Подставив все величины (4) и (5) в равенства (3), а затем, исполь-
зуя равенство (2), получим окончательно 

.
2
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4
3 2
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2

35
2
33

2
31 ωρ ⎟
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⎞

⎜
⎝
⎛ ++= rmmrmT    (6)  

3. Теперь найдем сумму работ всех действующих внешних сил 
при том перемещении, которое будет иметь система, когда точка С1 
пройдет путь s1. Введя обозначения: s5 – перемещение груза 5 (s5 = s1), 
φ3 – угол поворота шкива 3, λ0 и λ1 – начальное и конечное удлинения 
пружины, получим 

( ) ( )∫ +=+=
1

0

2
113202320

s
ssdss)F(A  ; 

( ) °= 60111 sinsPPA ; 

;)( 15555 sfPsFFA тр
тр
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    2
1

2
0 λλ −=

сFA упр  

Работы остальных сил равны нулю, так как точки К1 и К2, где 
приложены силы 211 SиF,N TP — мгновенные центры скоростей; точки, 
где приложены 433 PиN,P — неподвижны; а реакция 5N перпендику-
лярна перемещению груза. 

По условиям задачи λ0 = 0. Тогда λ1 = sЕ, где sЕ — перемещение 
точки Е (конца пружины). Величины sE и φ3 надо выразить через за-
данное перемещение s1; для этого учтем, что зависимость между пе-
ремещениями здесь такая же, как и между соответствующими скоро-
стями. Тогда, поскольку ω3 = υА/r3 = υC1/r3 (равенство υС1 = υА уже 
отмечалось), то и φ3 = s1/r3. 
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Далее, из рисунка 2.10, б видно, что υD = υB = ω3R3, а так как точка 
К2 является мгновенным центром скоростей для блока 2 (он как бы 
«катится по участку нити K2L), то υЕ = 0,5 υD = 0,5 ω3R3, следователь-
но, и λ1 = sE = 0,5 φ3R3 = 0,5s1R3/r3. При найденных значениях φ3 и λ1 
для суммы всех вычисленных работ получим 

( )∑ −−−°++= .
8

60sin320 2
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3
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2
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r
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r
sMsfPsPssAe
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Подставляя выражения (6) и (7) в уравнение (1) и учитывая, что 
Т0 = 0, придем к равенству 
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Из равенства (8), подставив в него числовые значения заданных 
величин, найдем искомую угловую скорость ω3. Ответ: ω3 = 8,1с-1.  

2.3. Задача Д3 
Механизм, расположенный в горизонтальной плоскости, нахо-

дится под действием приложенных сил в равновесии; положение рав-
новесия определяется углами α, β, γ, ϕ, θ (рис. 3.0-3.9, табл. 3 и 4). 
Длины стержней механизма (кривошипов) равны: l1 = 0,4 м,  
l4 = 0,6 м (размеры l2 и l3 произвольны); т. Е находится в середине со-
ответствующего стержня. 

На ползун В механизма действует сила упругости пружины F ; чис-
ленно F = сλ, где с — коэффициент жесткости пружины, λ — ее дефор-
мация. Кроме того, на рис. 3.0 и 3.1 на ползун D действует сила Q , а на 
кривошип 01А — пара сил с моментом М; на рис. 3.2-3.9 на кривошипы 
01А и 02D действуют пары сил с моментами М1 и М2. 

Определить, чему равна при равновесии деформация λ пружины, и 
указать, растянута пружина или сжата. Значения всех заданных величин 
приведены в табл. 3 для рис. 3.0-3.4 и в табл. 4 для рис. 3.5-3.9, где Q вы-
ражено в ньютонах, а М, М1, М2 — в ньютон-метрах. 

Построение чертежа начинать со стержня, направление которого 
определяется углом α; для большей наглядности ползун с направляю-
щими и пружину изобразить так, как в примере Д2 (см. рис. 2.10, а, а 
также рис. 2.10, б). Если на чертеже решаемого варианта задачи при-
крепленный к ползуну В стержень окажется совмещенным с пружиной 
(как на рис. 2.10, а), то пружину следует считать прикрепленной к пол-
зуну с другой стороны (как на рис. 3.10, б, где одновременно иначе изо-
бражены направляющие). 

Указания .  Задача Д9 — на определение условий равновесия 
механической системы с помощью принципа возможных перемеще-
ний. Механизм в рассматриваемой задаче имеет одну степень свобо-
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ды, т.е. одно независимое возможное перемещение. Для решения за-
дачи нужно сообщить механизму возможное перемещение, вычислить 
сумму элементарных работ всех действующих активных сил и пар на 
этом перемещении и приравнять ее к нулю. Все вошедшие в состав-
ленное уравнение возможные перемещения следует выразить через 
какое-нибудь одно. 

Чтобы найти λ, надо из полученного условия равновесия опреде-
лить силу упругости F. На чертеже эту силу можно направить в лю-
бую сторону (т.е. считать пружину или растянутой или сжатой); верно 
ли выбрано направление силы, укажет знак. 

Таблица 3. Исходные данные для решения задачи Д3 (к рис. 3.0-3.4) 

Углы, град Для 
рис. 3.0-3.1 

Для 
рис. 3.2-3.4 Номер 

условия α β γ ϕ θ 

с,  
Н/см М, 

Н·м 
Q, 
Н 

М1, 
Н·м 

M2, 
Н·м 

0 90 120 90 90 60 180 100 400 120 460 
1 60 150 30 90 30 160 120 380 140 440 
2 30 120 120 0 60 150 140 360 160 420 
3 0 60 90 0 120 140 160 340 180 400 
4 30 120 30 0 60 130 180 320 200 380 
5 0 150 30 0 60 120 200 300 220 360 
6 0 150 90 0 120 110 220 280 240 340 
7 90 120 120 90 150 100 240 260 260 320 
8 60 60 60 90 30 90 260 240 280 300 
9 120 30 30 90 150 80 280 220 300 280 

Таблица 4. Исходные данные для решения задачи Д3 (к рис. 3.5-3.9) 

Углы, град Номер 
условия α β γ ϕ θ 

с, 
Н/см 

М1, 
Н·м 

M2, 
Н·м 

0 30 30 60 0 150 80 200 340 
1 0 60 60 0 120 90 220 320 
2 60 150 120 90 30 100 240 300 
3 30 60 30 0 120 110 260 280 
4 90 120 150 90 30 120 280 260 
5 30 120 150 0 60 130 300 240 
6 60 150 150 90 30 140 320 220 
7 0 60 30 0 120 150 340 200 
8 90 120 120 90 60 160 360 180 
9 90 150 120 90 30 180 380 160 
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Рисунки  к  в ари ан т ам  з а д аний  

 
Рис. 3.0      Рис. 3.1 

 

 
Рис. 3.2      Рис. 3.3 

 

 
Рис. 3.4      Рис. 3.5 
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Рис. 3.6      Рис. 3.7 

 

 
Рис. 3.8      Рис. 3.9 

 

 
а)       б) 

Рис. 3.10 
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Пример  решения  з адачи  Д3 
Механизм (рис. 3.10, а), расположенный в горизонтальной плос-

кости, состоит из стержней 1, 2, 3 и ползунов B, D, соединенных друг 
с другом и с неподвижной опорой О1 шарнирами. 

К ползуну В прикреплена пружина с коэффициентом жёсткости 
с, к ползуну D приложена сила Q , а к стержню 1 (кривошипу) — пара 
сил с моментом М. 

Дано :  α = 60°, β = 0°, γ = 60°, φ = 0°, θ = 120°, l = 0,4 м, АЕ = ЕD,  
с = 125 Н/см, М = 150 Н⋅м, Q = 350 Н.  

Определить :  деформацию λ пружины при равновесии меха-
низма. 

Решение :   
1. Строим положение механизма в соответствии с заданными уг-

лами (рис. 3.10, б); при этом согласно последнему из указаний к зада-
че Д3 прикрепляем пружину к ползуну с другой стороны (так, как ес-
ли бы было β = 180°). 

Для решения задачи воспользуемся принципом возможных пере-
мещений, согласно которому  

∑ = ,0kAδ       (1) 
где δAk — элементарные работы активных сил на соответствующих 

возможных перемещениях. 
Изображаем действующие на механизм активные силы: силу Q , 

силу упругости F  пружины (предполагая, что пружина растянута) и 
пару сил с моментом М. 

Неизвестную силу F найдем с помощью уравнения (1), а зная F и 
учитывая, что F = cλ, определим λ. 

2. Чтобы составить уравнение (1), сообщим механизму возмож-
ное перемещение и введем следующие обозначения для перемещений 
звеньев, к которым приложены активные силы: δφ1 — поворот стерж-
ня 1 вокруг оси О1, δsD и δsB — перемещения ползунов (точек) D и В. 

Из перемещений δφ1, δsD, δsB независимое от других — одно (у 
механизма одна степень свободы). Примем за независимое возможное 
перемещение δφ1 и установим, какими тогда будут δsD и δsB, выразив 
их через δφ1; при этом важно верно определить и направления δsD, δsB, 
так как иначе в уравнении (1) будут ошибки в знаках. 

При расчетах учтем, что зависимость между возможными переме-
щениями здесь такая же, как между соответствующими скоростями 
звеньев механизма при его движении и воспользуемся известными из 
кинематики соотношениями (ход расчетов такой же, как в примере К3). 
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Сначала найдем и изобразим δsA (направление δsA определяется 
направлением δφ1, получим 

.AOs     ;ls AA 111 ⊥= δδϕδ     (2) 

Теперь определим и изобразим δsD, учитывая, что проекции δsD и 
δsA на прямую АD должны быть равны друг другу (иметь одинаковые 
модули и знаки). Тогда  

.lssиcosscoss ADAD 113030 δϕδδδδ ==°=°   (3) 

Чтобы определить δsB, найдем сначала δsE. Для этого построим 
мгновенный центр вращения (скоростей) С2 стержня 2 (на пересече-
нии перпендикуляров к δsA и δsD, восстановленных из точек А и D) и 
покажем направление поворота стержня 2 вокруг С2, учтя направле-
ние δsA или δsD. Так как ∠С2АD = ∠C2DА = 60°, то ΔАС2D равносто-
ронний и С2Е в нем высота, поскольку АЕ = ЕD. Тогда перемещение 
δsE, перпендикулярное С2Е, будет направлено по прямой ЕА (при изо-
бражении δsE учитываем направление поворота вокруг центра С2). 

Воспользовавшись тем, что проекции δsE и δsA на прямую ЕА 
должны быть равны друг другу, получим (значение δsE можно найти и 
составив соответствующую пропорцию) 

.coslcosss AE °=°= 3030 11δϕδδ    (4) 

Наконец, из условия равенства проекций δsB и δsE на прямую ВЕ 
находим и изображаем δsB. Численно 

δsB = δsE соs 60° = l1 δφ1соs 30° ⋅ соs 60° = 0,43l1 δφ1.   (5) 
3. Теперь составляем для механизма уравнение (1), получим 

,sFsQM BD 01 =−+ δδδϕ      (6) 

или, заменяя здесь δsD и δsB их значениями (3) и (5) и вынося од-
новременно δφ1 за скобки, 

.0)43,0( 111 =−+ δϕFlQlM     (7) 

Так как δφ1 ≠ 0, то отсюда следует, что 

.Fl,QlM 0430 11 =−+     (8) 

Из уравнения (8) находим значение F и определяем λ = F/с. От-
вет: λ = 13,5 см. Знак указывает, что пружина, как и предполагалось, 
растянута.  
 



 57

2.4. Задача Д4 
Механическая система состоит из однородных ступенчатых шки-

вов 1 и 2, обмотанных нитями, грузов 3-6, прикрепленных к этим нитям, 
и невесомого блока (рис. 4.0-4.9, табл. 5). Система движется в верти-
кальной плоскости под действием сил тяжести и пары сил с моментом 
М, приложенной к одному из шкивов. Радиусы ступеней шкива 1 равны: 
R1 = 0,2 м, r1 = 0,1 м, а шкива 2 — R2 = 0,3 м, r2 = 0,15 м; их радиусы 
инерции относительно осей вращения равны соответственно ρ1 = 0,1 м и 
ρ2 = 0,2 м. Пренебрегая трением, определить ускорение груза, имеющего 
больший вес; вес Р1, ..., Р6 шкивов и грузов заданы в таблице в ньюто-
нах. Грузы, веса которых равны нулю, на чертеже не изображать (шки-
вы 1, 2 изображать всегда как части системы). 

Указания .  Задача Д4 — на применение (к изучению движения 
системы) общего уравнения динамики (принципа Даламбера-
Лагранжа). Ход решения задачи такой же, как в задаче Д3, только 
предварительно надо присоединить к действующим на систему силам 
соответствующие силы инерции. Учесть при этом, что для однород-
ного тела, вращающегося вокруг своей оси симметрии (шкива), сис-
тема сил инерции приводится к паре с моментом Ми = Jzε, где Jz — 
момент инерции тела относительно оси вращения, ε — угловое уско-
рение тела; направление Ми противоположно направлению ε. 

Таблица 5. Исходные данные для решения задачи Д4 

Номер 
условия 

P1 P2 P3 P4 P5 P6 M, H⋅м 

0 10 0 20 30 40 0 0,9 
1 0 40 0 10 20 30 1,2 
2 20 30 40 0 10 0 0,6 
3 0 20 10 30 0 40 1,8 
4 30 0 20 0 40 10 1,2 
5 0 10 30 40 20 0 0,9 
6 40 0 0 20 30 10 1,8 
7 10 20 0 40 0 30 0,6 
8 0 40 10 0 30 20 0,9 
9 30 0 40 20 10 0 1,2 
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Рисунки  к  в ари ан т ам  з а д аний  

 

 
Рис. 4.0      Рис. 4.1 

 
Рис. 4.2      Рис. 4.3 

 
Рис. 4.4      Рис. 4.5 
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Рис. 4.6      Рис. 4.7 

 
Рис. 4.8      Рис. 4.9 

Пример  решения  з адачи  Д4 
Механическая система (рис. 4.10) состоит из обмотанных нитями 

блока 1 радиуса R1 и ступенчатого шкива 2 (радиусы ступеней R2 и r2, 
радиус инерции относительно оси вращения ρ2), а также из грузов 3 и 
4, прикрепленных к этим нитям. Система движется в вертикальной 
плоскости под действием сил тяжести и пары сил с моментом М, при-
ложенной к блоку 1. 

 
Рис. 4.10 
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Дано: P1 = 0, P2 = 30 H, P3 = 40 H, P4 = 20 H, M = 16 H⋅м, R1 = 0,2 м, 
R2 = 0,3 м, r2 = 0,15 м, ρ2 = 0,2 м. 

Определить  ускорение груза 3, пренебрегая трением. 
Решение :  
1. Рассмотрим движение механической системы, состоящей из 

тел 1, 2, 3, 4, соединенных нитями. Система имеет одну степень сво-
боды. Связи, наложенные на эту систему, — идеальные. 

Для определения а3 применим общее уравнение динамики: 
∑ ∑ =+ ,0И

k
a
k AA δδ      (1) 

где ∑ a
kAδ — сумма элементарных работ активных сил; ∑ И

kAδ — сумма 
элементарных работ сил инерции. 

2. Изображаем на чертеже активные силы 432 ,, PPP  и пару сил с 
моментом М. Задавшись направлением ускорения 3a , изображаем на 
чертеже силы инерции ИИ

FF 43 , и пару сил инерции с моментом ИM 2 , ве-
личины которых равны 

.;; 2
2
2

2
24

4
43

3
3 ερ

g
P

Ma
g
P

Fa
g
P

F ИИИ ===    (2) 

3. Сообщая системе возможное перемещение и составляя уравне-
ние (1), получим 

( ) .060sin 14422333 =−−−−° δϕδδϕδ MsFMsFP ИИИ   (3) 
Выразим все перемещения через :2δϕ  

.    ;   ; 2
1

2
1224223 δϕδϕδϕδδϕδ

R
rrsRs ===    (4) 

Подставив величины (2) и (4) в уравнение (3), приведем его к виду 

.060(sin 2
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2
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2
2

2
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⎠
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⎝
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g
P

R
g
a

P   (5) 

Входящие сюда величины ε2 и а4 выразим через искомую ве-
личину а3: 

.     ; 3
2

2
224

2

3
2 a

R
rra

R
a

=== εε  

Затем, учтя, что δφ2 ≠ 0, принимаем равным нулю выражение, 
стоящее в (5) в квадратных скобках. 

Из полученного в результате уравнения найдем 

.
)/(/

)/(60sin

2
2

242
2
2223

1223
3 g

RrPRPRP
RrMRP

a
++

−°
=

ρ
 

Вычисления дают следующий ответ: а3 = –0,9 м/с2. Знак указыва-
ет, что ускорения груза 3 и других тел направлены противоположно 
показанным на рис. 4.10. 
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