
2.
 СТАЦИОНАРНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ
На практике встречаемся со случайными процессами, что протекают однородно во времени, то есть наступает стационарный режим функционирования системы. В качестве таких примеров стационарных случайных процессов можно привести следующие: колебания напряжения, подаваемого в качестве силового питания ПЭВМ, давление газа в газопроводе и другие. То есть у стационарного случайного процесса X(t) вероятностные характеристики не должны зависеть от времени.

Допустим, имеем плотность распределения стационарного случайного  процесса f(t,x) и будем считать, что сечения случайного процесса является непрерывной случайной величиной. Эта плотность не зависит от того, где взято сечение t, то можно записать равенство f(t1,x) = f(t2,x) =…= f(x).
Зная одномерную плотность стационарного случайного процесса X(t), можно найти его математическое ожидание и дисперсию:
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Таким образом, математическое ожидание и дисперсия стационарного случайного процесса являются постоянными величинами, не зависящими от времени.
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На рис.2.1 представлена стационарная случайная функция X(t), взятая в моменты времени t1 і t2.

Рис. 2.1 - Стационарная случайная функция X(t)
Двумерная плотность распределения стационарного случайного процесса
X(t)~f2(t1,t2,x1,x2) будет зависеть не от аргументов t1 і t2, а только от аргумента ( промежутка между сечениями (рис. 2.1), то есть
f2(t1,t2,x1,x2)=f2(t2-t1,x1,x2). 
Обозначим t2-t1=(, тогда f2(t1,t2,x1,x2) = f2((,x1,x2).

Корреляционная функция стационарного случайного процесса X(t):
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Случайный процесс X(t) называется стационарным (в широком смысле), если его математическое ожидание постоянно, а корреляционная функция зависит только от τ = t2— t1. 
Таким образом,

mX (t) = mX = const, 



KX(t1, t2)=kX(τ), де τ = t2— t1.



Два стационарных случайный процеса X(t) і Y(t) называются стационарно связанными, если взаимно корреляционная функция зависит только от разности аргументов τ = t2— t1.
KX,Y(t1, t2) = kX,Y(τ)

Нормированной корреляционной функцией стационарной случайной функции называют неслучайную функцию аргумента (.
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Основные свойства стационарных случайных процессов

1. Дисперсия стационарной случайной функции постоянна при всех значениях аргумента t и равна значению ее корреляционной функции в начале координат ((=0):
DX(t)=kX(0)=DX=const.
2. Абсолютная величина корреляционной функции стационарной случайной функции не превышает ее значения в начале координат: 
|kX (τ)| ≤ DX.
3. Корреляционная функция стационарной случайной функции есть четная функция: 

kX (-τ) = kX (τ).
4. Нормированная корреляционная функция в начале координат равна 1:
ρX(0) = 1.

2.1 Характеристики производной стационарного 
случайного процесса
Корреляционная функция производной 
[image: image4.wmf] 
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 дифференциальной  стационарной случайной функции X(t) равна второй производной от ее корреляционной функции, взятой со знаком минус: 

kX’(τ) = — (kX’(τ))" .
Математическое ожидание производной есть постоянная величина. Учитывая, что математическое ожидание стационарной функции mX=const и что операции нахождения математического ожидания и дифференцирования можно менять местами, получим:

М [X' (t)] ={М [X(t)]}' = (mX)' =0.

Взаимная корреляционная функция дифференциальной  стационарной случайной функции X(t) и ее производной 
[image: image5.wmf] 
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 равна первой производной от корреляционной функции kX ((),взятой со своим (противоположным) знаком, если индекс стоит на втором (первом) месте:
kX,X’(τ) = (kX(τ))’      kX’,X(τ) = -(kX(τ))’ .
2.2  Характеристики интеграла от стационарного
 случайного процесса
Корреляционную функцию и дисперсию интеграла 
[image: image6.wmf]X(s)ds
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 от стационарной случайной функции находят соответственно по формулам:
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Взаимная корреляционная функция стационарной случайной функции X(t) и интеграла 
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 равна интегралу от корреляционной функции стационарной случайной функции X(t) соответственно:
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Рассмотрим функцию 
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, из выше изложенного имеем, что корреляционная функция может быть вычислена по формуле:
KZ(t1, t2)=I(t1)+I(t2)-I(t2 – t1).

2.3
Ергодичность стационарного случайного процесса
Стационарный случайный процесс может быть эргодичным. Стационарный случайный процесс называется эргодическим, если при нахождении его моментных функций усреднение по статистическому ансамблю можно заменить усреднением по времени. Это класс функций, оценка характеристик которых путем усреднения множества реализаций равносильно усередненню по времени только одной реализации достаточно большой длительности. Стационарный случайный процесс Х(t) называется ергодичным относительно математического ожидания mX, если для любой его реализации:
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Стационарный случайный процесс X(t) называется ергодичным относительно корреляционной функции kX(τ), если  для любой его реализации х(t):
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2.4
Решение типовых задач
Задача 1.

Доказать, что случайный процесс является стационарным в широком смысле.
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Решение.


Математическое ожидание и дисперсия случайных величин:
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Математическое ожидание случайного процесса X(t): 
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Корреляционная функция случайного процесса X(t): 
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Таким образом, 
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, а корреляционная функция зависит только от
t2 (t1, следовательно, случайный процесс X(t) является стационарным в широком смысле.
Задача 2.
Задана корреляционная функция kX(τ)=exp((3|τ|)(1+sin3|τ|) стационарного случайного процесса X(t). Найти корреляционную функцию, дисперсию производной X ((t), взаимную корреляционную функцию kX,X ( (τ).
Решение.


Пусть 
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. Тогда kX (τ) = exp((3τ)(1+sin3τ).
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EMBED Equation.3[image: image27.wmf]).
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Так как функция 
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Поэтому при (( (((; () имеем 
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Дисперсия 
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Взаимная корреляционная функция
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Задача 3.

Задана корреляционная функция kX(τ)=72/(1+9τ2) стационарного случайного процеса X(t). Найти корреляционную функцию 
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, взаимную корреляционную функцию 
kX,Z (t1, t2).

Решение.

 Обозначим 
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Корреляционная функция 
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Корреляционная функция 
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Дисперсия
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Взаимная корреляционная функция 
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2.5
Задания к лабораторной работе №2
Задача 1.
Доказать, что случайный процесс X(t) является стационарным в широком смысле.
Таблица 2.1 – Варианты индивидуальных заданий
	№ 
	Случайная функция X(t)
	Законы распределения случайных величин

	1
	X(t) = (U-2)cos3t- Vsin3t
	U(R(0;4), V(N(0;2/3)

	2
	X(t) = (U+2)cos2t-Vsin2t
	U(N(-2;2) V(R(-2;2)

	3
	X(t) = Ucos5t-(V-5)sin5t
	U(R(-4;4), V(N(5;4/3)

	4
	X(t)=(U-4)cos8t - Vsin8t
	U(P(4), V(N(0;2)

	5
	X(t)= (U-1)cos20t- Vsin20t
	U(E(1), V(N(0;1)

	6
	X(t) = (U-2)cos11t-(V-8)sin11t
	U(B(10;0.2), V(B(10;0.8)

	7
	X(t) = (U-l)cos6t-(V-4/3)sin6t
	U(B(10;0.2), V(B(10;0.8)

	8
	X(t) =(U-3)cos3t – Vsin5t
	U(R(-1;3), V(E(0.4)

	9
	X(t) = sin2t(U-2) – Vcost
	U(E(0.25), V(R(2:4)

	10
	X(t) = cos3t(U-2) – Vsin4t
	U(B(10;0.3), V(P(3)


Задача 2.
kX(τ) - корреляционная функция стационарного случайного процесса X(t). Найти корреляционную функцию, дисперсию производной X ((t), взаимную корреляционную функцию kX,X ( (τ).
Таблица 2.2 – Варианты индивидуальных заданий
	№ 
	корреляционная функция kX(τ)

	1
	kx(()=5 (1 - sin3(2)exp(-2( )

	2
	kx(()=10(1+ 2sin|(|) exp(-2|(|)

	3
	kx(()=5/ (1 + 2(+3(4)

	4
	kx(()=5 + 6cos( cos3(

	5
	kx(()=4(1+ sin(2) exp(-2(2)

	6
	kx(()=1 + 8exp(-9(2)

	7
	kx(()=(1 + sin|(|) exp(-|(|)

	8
	kx(()= 4cos2( cos6(

	9
	kx(()=3(l-3sin2() exp(-(2)

	10
	kx(()=(l+|sin3(|) exp(-2|(|)
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 случайного процесса Z(t), взаимную корреляционную функцию kX,Z (t1, t2).

В задачах, где функция содержит |(|, рассмотреть только 0( t2( t1.

Таблица 2.3 – Варианты индивидуальных заданий
	№ 
	корреляционная функция   kX(τ)

	1
	kx(()= 8cos4(

	2
	kx(()=10/(1 +4(2)

	3
	kx(()= 2+8cos2(

	4
	kx(()=cos((/2)/4

	5
	kx(()=32/(1+4(2)

	6
	kx(()=2(1+() exp(-|(|)

	7
	kx(()=12exp(-5|(|)

	8
	kx(()=32 cos22(

	9
	kx(()=81/(1+3|(|)

	10
	kx(()=10(1+4exp(-|(|)
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