Лабораторная работа № 1 
Случайные функции и их числовые характеристики
Теоретическая справка 

1. Определение случайной функции (СФ)

Случайной функцией называют функцию неслучайного аргумента t, которая при каждом фиксированном значении аргумента является случайной величиной. Случайные функции аргумента t обозначают прописными буквами X(t), Y(t) и т. д.

Сечением случайной функции называют случайную величину, соответствующую фиксированному значению аргумента случайной функции.

Реализацией (траекторией, выборочной функцией) случайной функции X(t) называют неслучайную функцию аргумента t, в которую превращается СФ в результате испытания. 

2. Математическое ожидание СФ

Математическое ожидание случайной функции X(t) – неслучайная функция 
[image: image203.wmf])
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, значение которой при каждом фиксированном значении аргумента t равно математическому ожиданию сечения, соответствующего этому же фиксированному значению аргумента: 
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Свойства математического ожидания СФ
Пусть 
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3. Дисперсия СФ

Дисперсия СФ X(t) – неслучайная функция 
[image: image13.wmf](t)
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, которая при любом значении аргумента t равна дисперсии соответствующего сечения случайной функции X(t), то есть 
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Среднее квадратическое отклонение случайной функции X(t) – арифметическое значение корня квадратного из его дисперсии: 
[image: image15.wmf].
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Свойства дисперсии СФ
Пусть 
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4. Корреляционная функция СФ
Центрированная случайная функция – разность между случайной функцией и ее математическим ожиданием: 
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Корреляционная функция случайной функции X(t) – неслучайная функция 
[image: image27.wmf])
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, значение которой при каждой паре фиксированных значений аргументов равно корреляционному моменту сечений, соответствующих этим же фиксированным значениям аргументов:
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Нормированная корреляционная функция случайной функции 
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, значение которой при каждой паре фиксированных значений аргументов равно коэффициенту корреляции сечений, соответствующих этим же фиксированным значениям аргументов:
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Коэффициент корреляции -  показатель силы линейной связи между значениями случайного процесса для двух моментов времени 

Свойства корреляционной функции СФ
Пусть 
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5. Взаимная корреляционная функция СФ
Взаимная корреляционная функция двух случайных функций 
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Нормированная взаимная корреляционная функция двух случайных функций 
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Эта функция характеризует силу линейной связи двух случайных процессов в два разных момента времени.
Коррелированными называют две случайные функции, если их взаимная корреляционная функция не равна тождественно нулю.

Некоррелированными называют две случайные функции, если их взаимная корреляционная функция тождественно равна нулю.

Свойства взаимной корреляционной функции СФ
Пусть 
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Теорема. 
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Следствие.
Если 
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Для двух случайных процессов 
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X(t),

 теорема и следствие имеют такой вид 
Корреляционная функция суммы двух коррелированных случайных функций равна сумме корреляционных функций слагаемых и взаимной корреляционной функции, которая прибавляется дважды (с равным порядком соблюдения аргументов), то есть если
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Решение типовых задач.


Задача 1. 


Найти математическое ожидание, корреляционную функцию и дисперсию случайной функции: 
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Решение.

Математическое ожидание СФ X(t):
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Дисперсия случайной функции X(t):
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Первый способ вычисления корреляционной функции.

Центрированные величины:
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Корреляционная функция:
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Второй способ.
Случайную функцию 
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По теореме из пункта 5:
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Определим 
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Соответственно, 
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Тогда, по теореме о корреляционной функции суммы некоррелированных СФ, имеем:
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Задача 2. 

Случайная функция Y(t) имеет вид: 
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где X – СВ, распределенная по нормальному закону с параметрами m и 
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Найти числовые характеристики СФ Y(t), матожидание, дисперсию, корреляционную и нормированную корреляционную функции.
Решение.


Матожидание СФ Y(t): 
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Дисперсия СФ Y(t): 
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Задача 3.
Найти математическое ожидание, корреляционную функцию, дисперсию случайной функции 
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Решение.

Найдем характеристики СВ U и V:
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Математическое ожидание СФ:
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Найдем корреляционную функцию для СФ X(t):
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, так как прибавление к СФ неслучайного слагаемого не изменяет корреляционную функцию. Величины 
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Тогда, корреляционная функция и дисперсия СФ равны:
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Задача 4.

Найти математическое ожидание, корреляционную функцию, дисперсию и нормированную корреляционную функцию случайной функции: 
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Решение.
СФ X(t), Y(t) – центрированные СФ, следовательно, их математические ожидания равны нулю, то есть 
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Прибавление неслучайной функции 
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Взаимные корреляционные функции:
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Дисперсия СФ:
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По определению нормированная корреляционная функция равна:
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При этом 
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Задания к лабораторной работе 1
Задание 1.

Найти математическое ожидание 
[image: image148.wmf](t)

m

X

, корреляционную функцию 
[image: image149.wmf])

t

 

,

(t

K

2

1

X

, дисперсию 
[image: image150.wmf](t)

D

X

 случайной функции 
[image: image151.wmf]X(t)

, 
[image: image152.wmf]V

,

U

 – некоррелированные случайные величины. 
Таблица 1 – Варианты  заданий
	№ 
	Случайная функция X(t)
	Законы распределения случайных величин  U и V

	1
	X(t) = t2U + Vcost – sint
	U(N(3;2), V(E(0.5)

	2
	X(t) = tU – 3e-3tV + cost
	U(R(0;6), V(B(10;0.5)

	3
	X(t) = etU – Vcht + 3
	U(P(0.2), V(R(-2;2)

	4
	X(t) = Usint – Vt + t5
	U(N(1;2), V(P(2)

	5
	X(t) = t3U – Vcost – 2
	U(R(-1;3), V(E(0.4)

	6
	X(t) = 3Usht – e3tV + cost
	U(E(0.25), V(R(2:4)

	7
	X(t) = 3 + Usin2t – 4tV
	U(B(10;0.3), V(P(3)

	8
	X(t) = Ucos3t – Vsint – t
	U(R(-3;1), V(N(-1;0.5)

	9
	X(t) = t2U – Vcht + t2
	U(E(0.1), V(B(20;0.2)

	10
	X(t) = etU – Vsint + t
	U(N(-2;2), V(E(4)


Задание 2. Найти корреляционную функцию 
[image: image153.wmf])
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[image: image155.wmf]Y(t)

X(t),

 – некоррелированные случайные функции и даны 
[image: image156.wmf]).
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Таблица2 – Варианты  заданий
	№ 
	Случайная функция Z(t)
	Корреляционные функции КX(t1,t2), КY(t1,t2)

	1
	Z(t) = X(t)sint–Y(t)(t2+1)+et
	Kx(t1,t2) = 1/(1+|t2-t1|),  Ky(t1,t2) = t1t2+1

	2
	Z(t) = X(t)et-Y(t)cost+e2t
	Kx(t1,t2) = Ky(t1,t2) = 1/(1+(t2-t1)2)

	3
	Z(t) = X(t)sint-t2Y(t)+et
	Kx(t1,t2) = cos(t2-t1), Ky(t1,t2) = 1/(t12t22)

	4
	Z(t) = X(t)e-3t-Y(t)sint-t
	Kx(t1,t2) = 1+cos(t2-t1), Ky(t1,t2) = sint2sint1

	5
	Z(t) = X(t)cost-(3t2+1)Y(t)+sint
	 Kx(t1,t2) = t12t22, Ky(t1,t2) = cos(t2-t1)

	6
	Z(t) = X(t)cht-3tY(t)+et
	Kx(t1,t2) = 2+cos(t2-t1), Ky(t1,t2) = t1t2+1

	7
	Z(t) = X(t)sht-Y(t)t+t
	Kx(t1,t2) = cost1cost2, Ky(t1,t2) = cos(t2-t1)

	8
	Z(t) = X(t)sint-etY(t)+et
	Kx(t1,t2) = cos2(t1-t2), Ky(t1,t2) = 2+t12t22

	9
	Z(t) = 2tX(t)-Y(t)sint+et
	Kx(t1,t2) = exp(-t1-t2), Ky(t1,t2) = cos(t2-t1)

	10
	Z(t) = X(t)sint-Y(t)cost+t
	Kx(t1,t2) = 9t1t2, Ky(t1,t2) = cos2(t2-t1)


[image: image157.emf]
Таблица3 – Варианты  заданий

	№
	g(t)
	h(t)
	КX, КY, КXY

	1
	t2
	et
	Kx = exp(-t1-t2), Ky = 16exp(-t1-t2), Kxy = 4exp(-t1-t2)

	2
	e-2t
	sin4t
	Kx = 4cos(t1-t2), Ky = 36cos(t1-t2), Kxy = 12cos(t1-t2)

	3
	t
	e-t
	Kx = 4(1+t1t2), Ky = 9(1+t1t2), Kxy = 6(1+t1t2)

	4
	sinωt
	t
	Kx = 9cost1cost2, Ky = 25cost1cost2, Kxy = 15cost1cost2

	5
	cosωt
	sinωt
	Kx = 9t1t2, Ky = 36t1t2, Kxy = 18t1t2

	6
	sin6t
	et
	Kx = 4t1t2, Ky = 49t1t2, Kxy = 14t1t2

	7
	t3
	sin2t
	Kx = 4sint1sint2, Ky = 16sint1sint2, Kxy = 8sint1sint2

	8
	e-2t
	cos4t
	Kx = (t1t2)2, Ky = 16(t1t2)2, Kxy = 4(t1t2)2

	9
	cos2t
	sin2t
	Kx = 4(t1t2+1), Ky = 9(t1t2+1), Kxy = 6(t1t2+1)

	10
	t
	sin2t
	Kx = 4(t1t2)3, Ky = 25(t1t2)3, Kxy = 10(t1t2)3


Лабораторная работа № 2
 Производная и интеграл от случайной функции
Теоретическая справка 

1. Производная случайной функции

Последовательность случайных величин X1, X2, … , Xn сходится в средне квадратичном к случайной величине X, если математическое ожидание квад-рата разницы Xn - X стремится к нулю при n->(: М[(Xn—Х)2]=0. Случайную величину X называют "границей в среднеквадратичном" последовательности случайных величин X1, X2, … , Xn и записывают: lim Xn.
Случайную функцию Х(t) называют дифференцированной, если существует такая функция Х((t)  (ее называют производной), что
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Таким образом, производной случайной функции Х((t)  называют средне квадратичный предел  отклонения прироста функции к приросту аргумента (t  при (t(>0:
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Характеристики производной случайной функции
Пусть 
[image: image160.wmf]X(t)

 – случайная функция, 
[image: image161.wmf](t)

X

¢

 – ее производная.

  1. Математическое ожидание производной от случайной функции X(t) 
            равно производной от ее математического ожидания

                                                     
[image: image162.wmf].
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2. 
Корреляционная функция производной от случайной функции X(t) равна
            второй смешанной производной от ее корреляционной   функции
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3. Взаимная корреляционная функция случайной функции X(t) и ее
             производной 
[image: image164.wmf](t)

X

¢

 равна частной производной от корреляционной 
            функции по соответствующему аргументу:
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2 Интеграл случайной функции

Интегралом от случайной функции X(t) на отрезке [0, t] называют предел в среднеквадратическом интегральной суммы при стремлении к нулю частичного интервала (ѕі максимальной длины (переменная интегрирования обозначена через s, чтобы отличить ее от границы интегрирования t):

[image: image167.png]Y(t)= Alinlaz)((s,.)m, :jX(s)ds,




Характеристики интеграла от случайного процесса

Пусть 
[image: image168.wmf]X(t)

 – случайный процесс, 
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Решение типовых задач.

Задача 1.

Х(t) = ch2t – U sh2t, случайная величина U
[image: image175.wmf]Î

E(0.4), Y(t) = X((t). Найти  математическое ожидание mY(t), корреляционную функцию KY(t1,t2), дисперсию DY(t), нормированную корреляционную функцию ρY(t1,t2) случайного процесса Y(t). Найти  взаимную  корреляционную функцию KX,Y(t1,t2) и нормированную  взаимную  корреляционную функцию ρX,Y (t1, t2).
Решение.

Математическое ожидание  и дисперсия случайной величины U
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Математическое ожидание  случайного процесса  X(t)
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Корреляционная функция случайного процесса  X(t)
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Дисперсия случайного процесса X(t)
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Математическое ожидание, корреляционная функция и  дисперсия
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[image: image182.wmf].

ch2t

25ch2t

)

sh2t

(12.5ch2t

t

)

sh2t

(6.25sh2t

t

t

)

t

,

(t

K

2

1

2

1

2

2

1

2

1

2

2

1

Y

=

¶

¶

=

¶

¶

¶

=



[image: image183.wmf].
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Нормированная корреляционная функция
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Взаимная корреляционная функция
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Нормированная взаимная корреляционная функция
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Задача 2.
X(t)=(t2+1)U, U(N((3,5), 
[image: image187.wmf]ò
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 Найти математическое ожидание mZ(t), корреляционную функцию КZ(t1,t2), дисперсию DZ(t), взаимные корреляционные функции KZ,X (t1,t2), KX,Z (t1,t2).
Решение. 

Математическое ожидание  и дисперсия случайной величины U:
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Математическое ожидание  случайного процесса X(t)
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Корреляционная функция случайного процесса X(t)
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Математическое ожидание  случайного процесса Z(t):
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Корреляционная функция случайного процесса Z(t) :
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Дисперсия случайного процесса Z(t):
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Взаимная корреляционная функция:
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[image: image197.wmf].
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Задания к лабораторной работе 2
[image: image198.png]3AJTTAHIIE 1. Haiit MaTeMaTHUecKoe OKHIAHHe iy (7). KOPPeNAUHOHHYI
dynxumzo Ky (1y.1). aucnepcnio Dy (). HOPMHPOBAHHYI0 KOPPeTAUHOHHYIO (QYHKIIHIO
pr (11.1) cyqaiiHoro mpomecca ¥(7) = X'(7). e auddeperunpys X(7). Haiita B3anm-
HYI0 KOPPeTALHOHHYI0 QyHKUHIO Ky (f1.2) H HOPMHPOBAHHYIO B3AHMHYI0 KOppeld-
UHOHHYKO (YHKUHIO pyy (f1.7). U- cilydaiiHad BeTHIHHA.




Таблица 1 – Варианты заданий

	№ 
	Случайная функция X(t)
	Закон распределения случайной величины U 

	1
	X(t) = t2 – U e-3t
	U ( N(2;0.7)

	2
	X(t) = –U t2 – sint
	U ( B(10;0.5)

	3
	X(t) = U t – 4t2
	U ( R(3;6)

	4
	X(t) = U t3 – sint
	U ( P(4)

	5
	 X(t) = U cos3t – 3
	U ( P(5)

	6
	X(t) = –U e-2t – t
	U ( P(2)

	7
	X(t) = 3t2 + U e-2t
	U ( E(0.2)

	8
	X(t) = U sint + t
	U ( N(1;2)

	9
	X(t) = 5t2 – U sint
	U ( B(10;0.1)

	10
	X(t) = –U t3 – cost
	U ( R(-1;3)


[image: image199.png]3ATTAHUE 2. X(7) = fir) + U g(t) + V h(1). tae f1). g(7). h(r)-Hecayqa:
dyskunn: U, V — HeKoppelTHpOBAHHbIE CIydaiiHble BeTHUHHBL HaiiTH MaTeMa
CKOe OkHIaHHe /My (7). KoppeTAuHoHHyk QyHKIHIO Ky (71.1). aucnepenzo Dy (1)
yaitHoro mpouecca Y(f) = t X(¢) — 2X'(f). He auddeperunpys X(7).




Таблица 2 – Варианты заданий

	№
	f(t)  g(t)  h(t)
	Закон распределения случайной величины U и  V

	1
	f(t)=e-2t , g(t)=t2 , h(t)=cos4t
	U ( N(2,9), V ( E(0.2)

	2
	f(t) = cost, g(t) = e-2t, h(t) = sin2t
	U ( E(0.2), V ( R(-1;3)

	3
	f(t) = sin2t, g(t) = t, h(t) = e-t
	U ( B(10;0.3), V ( N(-1;2)

	4
	f(t) = t2, g(t) = e-3t, h(t) = sin3t
	U ( P(2), V ( R(0;4)

	5
	f(t) = t3, g(t) = cost, h(t) = sint
	U ( P(3), V ( N(-1;3)

	6
	f(t) = sin2t, g(t) = t, h(t) = cos4t
	U ( R(-2;2), V ( B(20;0.1)

	7
	f(t) = cos4t, g(t) = e-3t, h(t) = 3t
	U ( P(3), V ( E(0.25)

	8
	f(t) = t2 + 2, g(t) = sin5t, h(t) = cos5t
	U ( R(1;5), V ( B(20;0.4)

	9
	f(t) = 2t, g(t) = t3, h(t) = cos2t
	U ( N(0;4), V ( P(1)

	10
	f(t) = t3 + 3, g(t) = cos2t, h(t) = sin2t
	U ( N(-3;4), V ( B(10;0.4)


[image: image200.png]3ATAHIE 3. X(1) = fir) U. fir) — necayyaiinas dyHkuns: U — ciydaiiHad Be-
THaHEA,
2@t = J:X(s)d&

HaliTn MaTeMaTHIECKOe OKHIAHHE Mz(f). KOPPETAUHOHHYIO GyHKIHIO KZ(1.1)). auC-
nepcuio Dz (7). B3aHMHBIE KOppenAuHOHHbIe QyHKUHH Kzy (11.77). Kiz (f1.12). He HHTer-

pupys X(1).




Таблица 3 – Варианты заданий

	№ 
	Неслучайная функция f(t)
	Закон распределения случайной величины U

	1
	f(t) = cos6t
	U ( E(0.2)

	2
	f(t) = 1/(1 + t)2
	U ( E(0.5)

	3
	f(t) = sin3t
	U ( B(10;0.3)

	4
	f(t) = 1 + e-2t
	U ( B(20;0.4)

	5
	f(t) = e-3t
	U ( P(2)

	6
	f(t) = e-3t
	U ( P(5)

	7
	f(t) = sin2t
	U ( N(-1;3)

	8
	f(t) = 1/(2t + 1)
	U ( R(-2;4)

	9
	f(t) = sh2t
	U ( R(-2;2)

	10
	f(t) = 1/(1 + t2)
	U ( N(-3;2)


[image: image201.png]o
3AJIAHIIE4 . X(f) — cayaitusti npouece. Z(f) = LX(S)!IS.

Haifti koppersuHoRHyio ¢yuKumio Ky (f1.5). aucrepcmio Dy (7). HOPMHPOBAHHYIO

KOppeIALHOHHY0 QYHKUHIO py (f1.1) caydaiiHoro mpouecca I(7) = X(7) + Z(7).

U - ciyqaiiHad BeTHIHHA.




Таблица 4 – Варианты заданий

	№ 
	Случайная функция X(t)
	Закон распределения случайной величины U

	1
	X(t) = U ch3t
	U ( P(2)

	2
	X(t) = U sin2ωt
	U ( E(0.2)

	3
	X(t) = U / (1 + t)2
	U ( N(10;4)

	4
	X(t) = U e-3t
	U ( B(10;0.3)

	5
	X(t) = U (1 - et)
	U ( E(0.5)

	6
	X(t) = U sinωt
	U ( N(0;4)

	7
	X(t) = U sin3t
	U ( B(20;0.4)

	8
	X(t) = U sh2t
	U ( N(-1;3)

	9
	X(t) = U / (2t + 1)
	U ( P(5)

	10
	X(t) = U cos4t
	U ( R(-2;2)


� EMBED Equation.3  ���
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