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Задачи 9,10 следует доработать. А остальные – хотя бы ПРОЧИТАТЬ!!! Работу над ошибками следует выполнять в тои же файле другим цветом, сохраняя замечания преподавателя. 
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 Задача№1

Доказать равенства, используя свойства операций над множествами и определения операций. Проиллюстрировать при помощи диаграмм Эйлера-Венна. а)  (A\B)  (C\B) = (A C) \ B б)  A (B C)=(A B) (A C).

Решение:

а) (A\B)  (C\B) = (A C) \ B 
Чтобы доказать равенства двух множеств, нужно доказать что

{
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Пускай  имеется элемент х, такой что
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 EMBED Equation.3 [image: image3.wmf](\)(\)
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Воспользуемся тем свойством операции разницы, что
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Таким образом 
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Исходя из определения операций пересечения и объединения следует, что
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Раз это справедливо, то очевидно, что 
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, что по определению означает, что
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Таким образом, мы доказали, что
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Докажем и обратное.
Пускай  
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, или, что то же самое 
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По определению операций пересечения и объединения имеем:
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Последнее означает, что
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, что по определению соответствует следующему
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Таким образом, доказано, что
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Проиллюстрируем тождество диаграммной Эйлера –Венна
               А                       С
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Заштрихованная область соответствует множеству  
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б)  A x (B C)=(Ax B) (Ax C).
Пускай элемент 
[image: image19.wmf](,)

хуz

=

 такой, что  
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Исходя из определения операций пересечения и прямого произведения, запишем:
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Таким образом, мы доказали, что
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Докажем обратное, пускай
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 EMBED Equation.3 [image: image24.wmf]()
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Таким образом, мы доказали, что
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, что

[image: image26.wmf]{

}

{

}

1

2

(,1),(,2),(,2),(,4),(,3),(,2)

(1,1),(1,2),(2,2),(3,3),(4,3),(4,4)

Рааввсс

Р

=


Вместе с доказанным утверждение (*)

Означает равенство множеств
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Диаграмму иллюстрирующую прямое произведение изобразить сложно

В декартовой системе координат не возможно отобразить в общем виде прямое произведение. Можно показать на частном примере

A=[1;3]

B=[1;3]

C=[2;4]
Тогда A*B – это {(x,y) |*(x,y) [image: image29.png]


AEFX}
A*C {(x,y)| *(x,y) [image: image30.png]


BHGC} и т.д.
Приведите в порядок текст. Декартово произведение обозначается не звёздочкой, что такое «|*» - вообще никому неведомо…

Ничто не мешает взять множества интервалами на осях и показать в общем виде. 

[image: image31]
Если же например 

A=[1;3]

B=R/Q – все иррациональные числа 

C={a+π*b | [image: image32.png]


 a,b[image: image33.png]
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}  

То отобразить на декартовой системе координат такой пример уже практически не возможно
Для наглядности изображены множества А,В,С  и показан вид множества 
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Задача №2

Даны два конечных множества: А={a,b,c}, B={1,2,3,4}; бинарные отношения P1   AB, P2   B2. Изобразить P1, P2 графически. Найти P = (P2◦P1)–1. Выписать области определения и области значений всех трех отношений: P1, P2, Р. Построить матрицу [P2], проверить с ее помощью, является ли отношение P2 рефлексивным, симметричным, антисимметричным, транзитивным. P1 = {(a,1),(a,2),(b,2),(b,4),(c,3),(c,2)}; P2 = {(1,1),(1,2),(2,2),(3,3),(4,3),(4,4)}.

Решение

Изобразим графически заданные отношения:

P1={(a,1),(a,2),(b,2),(b,4),(c,3),(c,2)}


[image: image36]
P2={(1,1),(1,2),(2,2),(3,3),(4,3),(4,4)}
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P={(1,a),(2,a),(2,b),(3,b),(4,b),(2,c)}
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Отношение P1

A                     B
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Отношение Р2
                            
                               
                               
                              
Найдем отношение 
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Сначала найдем отношение
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{(а;1); (а;2);   (b;2) (b;3) (b;4); (c;3), (с;2)}
Отношение 
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 найдем как 
{(1,а), (2,а), (2,b), (3,b), (4,b), (3,с), (2,с)}

Построим матрицу отношения 
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Матрица не симметрична, значит и отношение не симметрично.

Данное отношение является рефлексивным, так как на главной диагонали матрицы стоят единицы.

Проверим антисимметричность матрицы:

[P2][P2]T = 
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Отношение P2 антисимметрично

Бинарное отношение R на множестве X называется транзитивным если для [image: image45.png]


 a,b,c [image: image46.png]


 X. Выполнение отношений aRb и bRc влечет выполнение отношения aRc
Если для матрицы [R]выполняется [R]=[R] ° [R] то отношение [R] транзитивно (это достаточный признак транзитивности)

Для P2
[P2]=[P2°P2]
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[P2°P2] = {(1,1),(1,2),(2,2),(3,3),(4,3),(4,4)}
Выполняется достаточный признак
Найдем области определения и области значения для всех элементов

[image: image48.wmf]{

}

1

,,

равс

d

=

  
[image: image49.wmf] 
[image: image50.wmf]{

}

1

1,2,3,4

р

r

=



[image: image51.wmf]{

}

2

1,2,3,4

р

d

=

     
[image: image52.wmf]{

}

1

1,2,3,4

р

r

=



[image: image53.wmf]{

}

1,2,3,4

р

d

=

      
[image: image54.wmf]{

}

,,

равс

r

=


Задача №3

Задано бинарное отношение P; найти его область определения и область значений. Проверить по определению, является ли отношение P рефлексивным, симметричным, антисимметричным, транзитивным. P   R2, P = {(x,y) | x2 + x = y2 + y}.

Решение:
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Область определения и область значения данного отношения совпадают и представляют собой множество R, так как заданным отношением могут быть связаны все действительные числа.
Очевидно, что отношение Р является рефлексивным, так как

V
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, действительно, при любом а справедливо равенство
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Кроме того Р – симметрично, так как V 
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действительно, из равенства
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всегда следует, что
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Можно утверждать, что Р – транзитивно:

Vа,в,с
[image: image63.wmf]Î
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Действительно, при условии, что 
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следует, что
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Таким образом Р- симметрично, рефлексивно и транзитивно, а значит является отношением эквивалентности
Согласно определению:

Бинарное отношение R на множестве А называется антисимметричным, если из его выполнения для a, b и b, a следует,  то a и b совпадают.  a, b   A aRb и bRa  a = b.
В данном случае отношение равенства  подразумевает, что при выполнении условия:

X2+X=Y2+Y
Выполняется также условие:

Y2+Y= X2+X
Однако это не значит, что X=Y.

Действительно, выражение равенства можем переписать, как:

X2- Y2= -(X-Y)

(X-Y)(X+Y)=-(X-Y)

Таким образом равенство выполнимо либо при условии, что X=Y, либо при условии, что X+ Y=-1, что эквивалентно X= -1-Y.

Таким образом данное отношение не является антисимметричным.

Задача №4
Доказать утверждение методом математической индукции: 
(10n – 1) кратно 9 для всех целых n >  0. 

Решение:

Проверим справедливость базы индукции


пускай п=1, тогда

10п -1 = 10-1 = 9 – кратно 9,
условие выполняется

Предположим, что 10n – 1 кратно 9

Выполним индукционный переход:

10п+1 -1 = 10*10п +10-10-1 = 10(10п -1) +9 – кратно 9, так как 10п – 1 кратно 9 и 9 кратно 9

Таким образом, утверждение доказано.

Задача №5
Восемь студентов должны сдавать зачет по трем предметам: физике, английскому языку и истории. Все зачеты назначены на одно время и каждый может сдавать только один зачет, поэтому студентам нужно распределиться на группы. Сколькими способами это можно сделать? Сколькими способами они могут разместиться после зачета за двумя совершенно одинаковыми столиками (не менее чем по двое) для того, чтобы отпраздновать результаты?

Решение:

При формировании групп студентов важен порядок, значит речь идет о упорядоченных разбиениях на множества. Будем считать, что ситуация когда один предмет из трех не сдал никто – невозможно. тогда число формируемых групп можно определить как:

R(8;3) = 3R(8;1,1,6) + 6R(8;1,2,5) + 6R(8;1,3,4) + 3R(8;3,2,3) + +3R(8;2,2,4)= 
= 
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групп
Количество вариантов, по которым студенты могут рассесться за два одинаковых стола не зависит от порядка, поэтому речь идет о неупорядоченных разбиениях.


За каждым столом должно сидеть не меньше двух студентов, поэтому количество вариантов рассаживания можно определить как 

  S(8;2) = R(8;2,6) + R(8;4,4)/2 + R(8;3,5) = 
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Задача №6
Сколько существует положительных трехзначных чисел: а) делящихся на числа 6, 15 или 25? б) делящихся ровно на одно из этих трех чисел?

Решение:

Количество всех положительных трехзначных чисел очевидно равно

N=999-99=900

Количество чисел, делящихся на 6, которые являются трехзначными, можно определить как:
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где 
[image: image70.wmf][
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N6=166-16=150

Аналогично определим количество трехзначных чисел , делящихся на 15 и 25
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Количество чисел, делящихся одновременно на 6 и 15 можно определить как

[image: image73.wmf]30
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здесь 30 – наименьшее общее кратное чисел 6 и 15

N6,15,25= N6,25
Аналогично
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0

6

150

99

150

999

25

,

6

=

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

ú

û

ù

ê

ë

é

=

N


Количество трехзначных чисел, делящихся ровно на одно из чисел 6,15 или 25 определим по формуле включений  - включений
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чисел

Количество трехзначных чисел, которые не делятся ни на одно из чисел 6, 15, 25 очевидно равно:

N0=N-N6-N15-N25+N6,15+N15,25+N6,25-N6,15,25=900-150-60-36+30+12+6-6=696
Тогда количество чисел, которые делятся на 6 25 или 35 очевидно равно:

N*= N- N0=900-696=204.

Задача №7
Найти коэффициенты при a=x·y3·z4, b=x3·y·z2, c=x2·y4 в разложении (5·x+2·y+3·z2)6.

Решение:

(5·x+2·y+3·z2)6
Воспользуемся полиномиальной теоремой:
(5·x+2·y+3·z2)6 = 
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Очевидно, что коэффициенты можно найти как:
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в=0, так как члена вида 
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 в данном полиноме не существует. действительно, сумма степеней члена 
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 равна 3+1+1 <6, чего быть не может
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Задача №8
Найти последовательность {an}, удовлетворяющую рекуррентному соотношению 4·an+2 + 7·an+1 + 3·an = 0· и начальным условиям a1=2, a2=1

Решение:

Для решения рекуррентного уравнения составим характеристическое уравнение
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Корни этого уравнения
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Общее решение рекуррентного соотношения имеет вид:
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Используя начальные условия, определим постоянные:


[image: image88.wmf]12

12

3

2

4

9

1

16

СС

СС

ì

--=

ï

í

ï+=

î

                           Сложив получим 
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Из этой системы следует, что
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Искомое решение имеет вид:
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Задача №9

Орграф задан матрицей смежности. Необходимо: 
а) нарисовать граф; 
б) выделить компоненты сильной связности; 
в) заменить все дуги ребрами и в полученном неориентированном графе найти эйлерову цепь (или цикл).
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Решение:

Построим граф, соответствующий заданной матрице смежности

Поскольку размерность матриц 6х6, граф имеет 6 вершин

Обозначим их как  х1, х2, х3, х4, х5,  и х6
При наличии ребра из вершины хi в вершину хj элемент матрицы τij  = 1. Исходя из этого, имеем граф
Изобразите граф нормально, сгруппировав рисунок!!!
                                 х2
     х1
                                                                х3

 х6
                         х5

                                                  х4
В полученном графе можно выделить две компоненты сильной связности , а также петлю х6


{x1,x2} и  {x5, x3, x4}

   а
                          х2

   х1                                                                           х5                                                      х3

                                        и

                                                                                                           в


Фактор – граф

данного графа имеет вид:

                             а


х6


в

Произведем замену дуг на ребра:
                            l2    х2
     х1                               l1          l3

l10                                                                х3

 х6       l9                                                                                  l6        l5                 
                       х5                             l4

                                       l8           х4       l7
И ребра в цепи подпишите, используя «надпись»!
Полученный граф имеет ровно две вершины нечетной степени, что означает отсутствие  в графе Эйлерова цикла. Эйлерова цепь же, напротив, присутствует.
Очевидно что начало и конец графа будут в вершинах с нечетными степенями. В данном случае Эйлерова цепь имеет вид
х2, l1, l2, l3, l4, l5, l6, l7, l8, l9, l10, х6

Задача №10
Взвешенный граф задан матрицей длин дуг. Нарисовать граф. Найти: а) остовное дерево минимального веса; 
б) кратчайшее расстояние от вершины v4 до остальных вершин графа, используя алгоритм Дейкстры. 
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Решение:
По заданной матрице изобразим граф. Поскольку матрица симметрична, можем рассматривать неориентированный граф.
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И этот граф тоже приведите в порядок!
                                       v2

            v1            8                                                  2
                                    4               2             v3

                                                                   9

       4              6                     6                v4

v6

  1                                     8

                             v5

Поиск остовного дерева осуществим по методу (алгоритму) Краскала
Начало построения остова будем вести с ребра

(V6, V5), далее (V2, V3), (V2, V4), (V4, V1), (V6, V2).
Изобразим отдельно полученный остов:
Веса проставлены на рис. Почему с (V6, V5) – потому что у (V6, V5), - самый маленький вес.
[image: image99.png]



Вес остова равен W=1+4+4+2+2=13

Найдем кратчайшие расстояния до всех вершин используя алгоритм Дейкстры.

Вершина V4  - постоянна. с ней смежны V2, V3, V1 и  V5. расстояние до этих вершин соответственно равны:

2,9,4 и 8.

Минимальное расстояние 2 – вершина V2(2, V4) становиться постоянной. кратчайший путь к вершине V2 очевидно (V1, V2);

Смежный с вершиной V2 точки:

V3, V1, V6
Далее рассмотрим все пути
Вы в состоянии хотя бы ПРОЧЕСТЬ присланную Вами работу и оставить только необходимый текст ответа, без замечаний преподавателя??????
Сделайте ВСЕ иллюстрации, после каждого изменения меток вершин. 
Далее следует проанализировать все пути из V2, найти минимум из всех временных вершин… И так далее. Пока все вершины не станут постоянными. Не нужно отдельно искать пути к каждой вершине!!! Сделайте это. 
Это МНЕ рекомендуется???

Построение из вершины V2  самый маленький вес ребра из V2  до вершины з V4  и V3

Сделаем постоянной вершиной V4 

Теперь есть 2 постоянные вершины V2 и V4  соед (V2 , V4) из V2 и V4  мин вес ребер до оставшихся вершин (V2 , V3 ) =2 соединяем 
Получаем постоянную вершину V3 , 

Теперь у нас постоянные вершины V2 ,  V3 , V4 соед (V2 , V4) и (V2 , V3) далее мин вес реба соединяет любую из постоянной вершины с оставшимися (V4 , V1) и (V2 , V6) сделаем вершину (V1 , - постоянный.

Теперь V1 , V2,V3 , V4 – постоянные ребра (V2 , V4), (V2 , V3), (V4 , V1) мин вес ребра соединяет постоянную вершину с оставшимися (V2 , V6) – сделаем V6  - постоянной и мин расстояние до V1 , это (V6 , V1) – получаем остовное дерево как на рис. 

Путь  к вершине V3. Расстояние из V2 до точки V3 = 2+2 = 4; это меньше текущего 9. Вершина V3 достигнута. 
Кратчайший путь в V3 : (V1, V2) ( V2, V3)

Путь к вершине V1

Расстояние до V1  будет равно 8+2 = 10

это больше текущего расстояние  4, значит вершина V1 – достигнута. 

Кратчайший путь к V1 (V4, V1)

Путь к вершине V6

Расстояние до V6  2 +4 = 6 это минимум из всех временных вершин. V6 – достигнута

Путь в V6  : (V4, V2)  (V2,  V6 )

Путь к вершине V5

Из вершины V2 находили расстояние до вершины: V1 = 2+8 = 10  - больше текущего метка V1 не меняется.

Метка вершин V6  и  V3  - меняются

Метка вершины V6   2+4 = 6
Метка V3  = 2+2 = 4

V3  - постоянная

С вершиной V3 смежна только V6

Расстояние до V6 : 4+10 <6. 

Изменений нет

Из всех временных вершин выбираем ту, у которой метка минимальна – V6 – делаем ее постоянной.

Смежные с V6 вершины:

V5  и  V3

Расстояние до V5 – 5 +1 = 7 – меньше текущего
Расстояние  до V3 – 12

Вершина V5  - достигнута

Кратчайший путь:

(V4 , V2 ), (V2 , V6 ), (V6,  V1), 

Таким образом, искомые пути)

(V4 , V1 ) – расстояние 4

(V4 , V2 ) – 2

(V4 , V2 ) (V2 , V3) – 4

(V4 , V2 ) (V2, V6 ) (V6, V1 ) – 7

(V4 , V2 ) (V2 , V6 ) – 6
1     2     3
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