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И эта работа у Вас тоже чужая… 
Задачи 1,9,10 следует доработать. Работу над ошибками следует выполнять в тои же файле другим цветом, сохраняя замечания преподавателя. 
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Задача №1: Доказать равенства, используя свойства операций над множествами и определения операций. Проиллюстрировать при помощи диаграмм Эйлера-Венна.
а)  (A\B) ( (A\C) = A \ (B(C)


б)  A((B\C)=(A(B)\(A(C).

Решение:

а) (A\B) ( (A\C) = (A ((B) ( (A ((C) (по свойству разности №10) = 
= A ( ((B ((C) (по свойству дистрибутивности №4) =
= A ( (
[image: image81.wmf]U

) (по закону де Моргана №9) =
= A\( B(C) (по свойству разности №10) 
Получили правую часть. Равенство доказано.
В обратную сторону:

A\( B(C)= A ( (
[image: image2.wmf]C

B

Ç

) (по свойству разности №10)=

= A ( ((B ((C) (по закону де Моргана №9)=

=(A ((B) ( (A ((C) (по свойству дистрибутивности №4)=
=(A\B) ( (A\C) (по свойству разницы №10)     Равенство доказано.
На рисунке (а, б) приведены диаграммы Эйлера-Венна для данного равенства. Темные области это значения выражений, равенство которых необходимо доказать.
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б)  A((B\C)=(A(B)\(A(C)
A((B\C)={(a,b)| a(A,  b(B\C}={(a,b)| a(A,  b(B и b(C}=

={(a,b)| (a(A и b(B),  (a(A и b(C) }={(a,b)| (a,b)(A(B, (a,b)(A(C}=
= (a,b)| (a,b)((A(B)\( A(C)}=(A(B)\(A(C)

С другой стороны:
(A×B)\(A×C)={(x,y)| (x,y)( (A×B), (x,y)( (A×C)}=

={(x,y)| (x(A и y(B), (x(A и y(C)}= {(x,y)| x(A, (y(B и y(C)}=
={(x,y)| x(A, y(B\C}=A((B\C)
Равенство доказано.
Использованы определения разности 
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,  декартова произведения 
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 и свойство антисимметричности включения 
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[image: image7]
Иллюстрировать следует в декартовой системе координат!
Задача №2:
Даны два конечных множества: А={a,b,c}, B={1,2,3,4}; бинарные отношения P1 ( A(B, P2 ( B2. Изобразить P1, P2 графически. Найти P = (P2◦P1)–1.  Выписать области определения и области значений всех трех отношений: P1, P2, Р. Построить матрицу [P2], проверить с ее помощью, является ли отношение P2 рефлексивным, симметричным, антисимметричным, транзитивным. P1 = {(a,1),(a,2),(a,4),(c,3),(c,2),(c,4)};   P2 = {(2,1),(3,1),(3,2),(4,1),(4,3)}.
Решение:
1) Изобразим графически P1, P2:

[image: image8.jpg]



2) Найдем P = (P2◦P1)–1.
Определение 1: пусть имеются множества A, B, C и отношения R1 ( A(B, R2 ( B(C. Отношение R(A(C действует из A в B посредством R1, а затем из B в C посредством R2. Отношение R называется составным (композицией), или произведением отношений и обозначается R=R2◦R1: R = {(x,y) | ( z ( B,
для которого выполнено (x,z) ( R1, (z,y) ( R2}.

Определение 2: Обратное отношение: R–1 = {(b,a) | (a,b) ( R}
Из определения 1 следует:
P2◦P1={(a,1),(a,1),(a,3),(c,1),(c,2),(c,1),(c,1),(c,3)}.
Исключим повторяющиеся элементы и упорядочим по возрастанию:

P2◦P1={(a,1),(a,3),(c,1),(c,2),(c,3)}.

Из определения 2 следует:  (P2◦P1)–1={(1,a),(3,a),(1,c),(2,c),(3,c)}.
Упорядочим по возрастанию
P = (P2◦P1)–1={(1,a),(1,c), (2,c),(3,a),(3,c)}.

3) Найдем области определения для Р1, Р2, и Р.

Определение 3: пусть имеются множества A, B и отношения R ( A(B, тогда:

- область определения (R: (R = {x(A| (y(B | (x,y)(R },

- область значений (R: (R = {y(B| (x,y)(R  для некоторого  x(A}.
Из  определения 3 следует:
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4) Построим матрицу отношения P2.

Матрица [P2] = (pij) бинарного отношения P2 находится по следующему правилу: 
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Построим транспонированную матрицу 
[image: image12.wmf][
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Найдем матрицу пересечения отношений Р2 и 
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Найдем матрицу из композиции Р2◦ Р2: [Р2◦ Р2].
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Из полученной матрицы видно, что Р2◦ Р2(Р2. 
Определение 4: Пусть R – бинарное отношение на A2.

Отношение R называется рефлексивным, если (x(A (x,x)(R, т.е. IA(R (на главной диагонали R стоят единицы).
Отношение R называется симметричным, если (x,y(A  (x,y)(R ( (y,x)(R, т.е. R–1=R, или [R]=[R]T (матрица симметрична относительно главной диагонали).

Отношение R называется антисимметричным, если

R (R–1 (IA,  т.е. в матрице [R (R–1]=[R]*[R]T вне главной диагонали все элементы равны 0.

Отношение R наз. транзитивным, если (x,y)(R, (y,z)(R( (x,z)(R, т.е. R◦R(R.
Согласно определению 4:

· Отношение Р2 не рефлексивно, т.к. на главной диагонали стоят нули.
· Отношение Р2 не является симметричным, т.к. исходная [Р2] и транспонированная 
[image: image18.wmf][
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 матрицы не совпадают. 
· Отношение Р2 антисимметрично, т.к. все элементы в матрице 
[image: image19.wmf][
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 вне главной диагонали равны 0.
· Отношение Р2 не транзитивно, т.к. Р2◦ Р2 ( Р2.
Задача №3:

Задано бинарное отношение P; найти его область определения и область значений. Проверить по определению, является ли отношение P рефлексивным, симметричным, антисимметричным, транзитивным. P ( R2, P = {(x,y) | y = |x|}.
Решение:
Определение: Бинарное отношение R на множестве А называется рефлексивным, если для любого его элемента  a  выполняется aRa: (a ( (   aRa.

Бинарное отношение R на множестве А называется антирефлексивным, если для любых его элементов  a,b   aRb  (  a ( b.

Бинарное отношение R на множестве А называется симметричным, если из его выполнения для a, b следует выполнение для b, a: ( a, b ( (   aRb ( bRa.
Бинарное отношение R на множестве А называется антисимметричным, если из его выполнения для  a, b  и  b, a  следует, что a и b совпадают. ( a, b ( (   aRb и bRa ( a = b.

Бинарное отношение R на множестве А называется транзитивным, если из его выполнения для  a,b  и для  b,c  следует его выполнение для a,c:  ( a, b, c ( (   aRb и bRc ( aRc.

1) Областью определения отношения Р является всё множество R, т.к. для любого x(R можно найти такое y(R, что y=|x|.

2) Областью значений отношения Р является не всё множество R, а только те y(R для которых выполняется условие y=|x| для любого х(R. Т.е. в область значений отношения Р входят те y(R, для которых выполняется y≥0 для любого х(R.
3) Отношение не является симметричным, т.к. из (x,y)(P не следует (y,x)(P, например – (-1,1)(P, но (1,-1)( P, т.к. -1≠|1|.
4) Отношение Р антисимметрично, т.к. если y=|x|(R и x=|y|(R, то у=х.
5) Согласно определению должно выполняться (x,y)(P и (y,z)(P ( (x,z)(P. Если y=|x|(R и z=|y|(R, то ( z=|x|(R, ( отношение Р транзитивно.
6) Рефлексивным (т.е. (x,x)(P) отношение Р не является –например,

(-1,-1) ( P.     
Задача №4:

Доказать утверждение методом математической индукции: 
[image: image20.wmf]!
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  для n ( 2.
Решение:

1) При n=2: 
[image: image21.wmf].
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Т.о. при n=2 утверждение верно.
2) Пусть утверждение 
[image: image22.wmf]!
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 верно.

3) Докажем что при (n+1) утверждение тоже верно.


[image: image23.wmf];
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Раз 
[image: image24.wmf],
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n

1

n

...

!

4

3

!

3

2

!

2

1

-

+

+

+

+

можно заменить на 
[image: image26.wmf].
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Поэтому необходимо доказать, что 
[image: image27.wmf].
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Докажем это:

[image: image28.wmf].
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Что и требовалось доказать.
Т.о. утверждение 
[image: image29.wmf]!
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 верно для всех n ( 2.
Зачем удалили мои комментарии?
Задача №5:

Шестеро сотрудников фирмы направляются на изучение иностранного языка, причем нужно распределить их для изучения английского, немецкого и французского языков (каждый изучает только один язык). Сколько существует различных способов такого распределения? Сколькими способами они могут устроиться заниматься в двух совершенно одинаковых комнатах библиотеки (не менее одного в комнате)?
Решение:

1) Распределение сотрудников на 3 группы по изучаемому языку при условии, что каждый изучает только один язык, сводится к упорядоченному разбиению исходное множество сотрудников А={1,2,3,4,5,6} на 3 подмножества.
Разбиения на 3 подмножества возможно на 1+1+4, 1+2+3 и 2+2+2 элемента в разном порядке. Поэтому число разбиений находим по формуле:

R(n,k) =
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где k=3, n=6,

R(n; n1,n2, …,nk)= 
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Т.о. существует 540 способов распределить шестерых сотрудников фирмы для изучение иностранного языка (английского, немецкого и французского), при условии, что каждый изучает только один язык. 
2) Распределение сотрудников на 2 совершенно одинаковые комнаты библиотеки (не менее одного в комнате), сводится к неупорядоченному разбиению исходное множество сотрудников А={1,2,3,4,5,6} на 2 подмножества, т.к. порядок распределения по комнатам значения не имеет.
Разбиения на 2 подмножества возможно на 1+5, 2+4 и 3+3 элемента 

Тогда количество разбиений будет находиться по формуле (1), но предварительно из данной формулы надо устранив порядок.
Так как имеются два одинаковых по мощности блока 3+3, то необходимо это учесть и соответствующее слагаемое разделить дополнительно на 2!
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Проверим с помощью числа Стирлинга второго рода. Определяются числа Стирлинга 2 рода рекурсивно следующим образом: 

S(n,k)=S(n–1,k–1)+ k·S(n–1,k).
S(6,2)=S(5,1)+2(S(5,2)=1+2((S(4,1)+2(S(4,2))=1+2((1+2((S(3,1)+2(S(3,2)))=

=1+2((1+2((1+2((S(2,1)+2(S(2,2))))=1+2((1+2((1+2((1+2(1)))=

=1+2((1+2((1+2((1+2)))=1+2((1+2((1+6))=1+2((1+14)=1+30=31.
Т.о. существует 31 способ распределить 6 сотрудников на 2 совершенно одинаковые комнаты библиотеки (не менее одного в комнате).
Задача №6:

Сколько существует положительных трехзначных чисел: а) не делящихся ни на одно из чисел 4, 7, 18?  б) делящихся ровно на одно из этих трех чисел?
Решение:
Теория: Пусть множество А состоит из N элементов и имеется m одноместных отношений (свойств) 
[image: image34.wmf]m
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Обозначим через 
[image: image35.wmf]k

i

i

N

K

1

 число элементов, обладающих свойствами 
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 и, может быть, некоторыми другими.

Тогда число N(0) элементов, не обладающих ни одним из свойств 
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где 
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Обобщая, получаем формулу, позволяющую вычислить число N(r) элементов, обладающих ровно  r  свойствами 
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Обозначим через:

· P4 – свойство делимости на 4,
· P7 – свойство делимости на 7,
· P18 – свойство делимости на 18.

Всего трехзначных чисел N=999-99=900.

Тогда:
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 количество чисел делящихся на 4.
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 количество чисел делящихся на 7.
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, количество чисел делящихся на 18.
Так как наименьшее общее кратное 4 и 7 равно 28, то:
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, количество чисел делящихся на 4 и 7.
Так как наименьшее общее кратное 4 и 18 равно 36, то:
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. количество чисел делящихся на 4 и 18.
Так как наименьшее общее кратное 7 и 18 равно 126, то:
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, количество чисел делящихся на 7 и 18.
Так как наименьшее общее кратное 4, 7 и 18 равно 252, то:
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, количество чисел делящихся на 4, 7 и 18.
1) По формуле (1) находим:
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Т.о. существует 558 положительных трехзначных чисел, не делящихся ни на одно из чисел 4, 7, 18.
2) По формуле (3) находим:
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Т.о. существует 284 положительных трехзначных чисел, делящихся ровно на одно из этих трех чисел: 4, 7 или 18.

Задача №7:

Найти коэффициенты при a=x2·y·z6, b=x4·y·z, c=y2·z8  в разложении (3·x+5·y+2·z2)6.
Решение:
Полиномиальная теорема:
(a1+a2+ …+ak )n =
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1) a=x2·y·z6 =(x)2·(y)1·(z2)3 ; 2+1+3=6, ( в разложение есть такой член.
Степени соответственно равны 2, 1 и 3. 
Числовой коэффициент при а равен
R(6;2,1,3)·32·51·23 = 6!/(2!·1!·3!)· 32·51·23= (720/12)(9(5(8=21600.
2)Для b=x4·y·z=(x)4·(y)1·(z2)0,5 ; 4+1+0,5=5,5≠6, ( в разложении нет такого члена.
Числовой коэффициент при b равен 0.

3) c=y2·z8=(x)0·(y)2·(z2)4; 0+2+4=6, ( в разложение есть такой член.

Степени соответственно равны 0, 2 и 4.
Числовой коэффициент при с равен

R(6;0,2,4)·30·52·24 = 6!/(0!·2!·4!)· 30·52·24= (720/48)(1(25(16=6000.
Задача №8:

Найти последовательность {an}, удовлетворяющую рекуррентному соотношению 4·an+2 + 9·an+1 + 5·an = 0· и начальным условиям   a1=1, a2=4.
Решение:
Составим характеристический многочлен:
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Найдем корни данного многочлена:
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(1=-5/4;  (2=-1 – корни характеристического многочлена.
Значит, общее решение рекуррентного соотношения имеет вид:
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Используя начальные условия, получаем систему:
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Решим данную систему:
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Следовательно: 
[image: image59.wmf].
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Задача №9:

Орграф задан матрицей смежности. Необходимо: 

а) нарисовать граф; 

б) выделить компоненты сильной связности; 

в) заменить все дуги ребрами и в полученном неориентированном графе найти эйлерову цепь (или цикл).
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Решение:
а) Нарисуем граф:
[image: image61.jpg]



б) Найдем компоненты сильной связности:

Пары вершин 1 и 3, 3 и 2, 2 и 4, 4 и 5 связаны парами противоположно направленных дуг. Также из вершины 2 есть однонаправленная дуга в вершину 5. Значит, вершины 1, 3, 2, 4, 5 взаимодостижимы.
Из вершина 6 есть однонаправленные дуги к вершинами 1, 2, 5. Значит вершины 1, 2, 5 достижимы из вершины 6, а раз вершины 1, 2, 3, 4, 5 взаимодостижимы, то и вершины 3, 4 достижимы из вершины 6. Но в то же время вершина 6 не достижима из вершин 1, 2, 3, 4, 5. 

Следовательно, граф имеет следующие компоненты сильной связности:

· множество вершин: 
[image: image62.wmf]{
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· вершина 6.
в) Заменим все дуги ребрами:
[image: image63.jpg]



Как видим получился связанный граф в котором все вершины взаимодостижимы, следовательно, исходный ориентированный граф является слабо связанным.
Найдем степени вершин графа:
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Значит, в графе существует эйлерова цепь, так как степени ровно двух вершин нечетны.
Пронумеруйте рёбра в порядке их прохождения. 
Начиная с вершины v6 с нечетной степенью, получим следующую эйлерову цепь:

v6,e15,v6,e14,v5,e10,v4,e8,v2,e7,v2,e5,v3,e3,v1,e2,v1,e4,v3,e6,v2,e9,v4,e11,v5,e12,v2,e13,v6,e1,v1.
Задача №10:
Взвешенный граф задан матрицей длин дуг. Нарисовать граф. Найти: а) остовное дерево минимального веса; 

б) кратчайшее расстояние от вершины v3 до остальных вершин графа, используя алгоритм Дейкстры.
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Решение:
[image: image66.jpg]



а) Строить остовное дерева начнем с ребра (v2,v5). Порядок присоединения ребер к остову следующий: (v2,v5), (v3,v6)( или (v4,v6)) , (v4,v6) ( или (v3,v6)), (v2,v6) ( или (v1,v4)), (v1,v4) ( или (v2,v6)) (рисунок 9.1).
[image: image67.jpg]



Рисунок 9.1

Вес остова W=1+2+1+2+1=7.
Что за странный номер рисунка???
Рекомендация аналогичная. ПРОЧТИТЕ весь текст. Может, где подредактируете… 

б) Кружками обозначены вершины, линиями — пути между ними (ребра графа). В кружках обозначены номера вершин, над ребрами обозначена их длина. Вершины снабжаем пометками, и в графе будут присутствовать метки ((,0) (рисунок 9.2а), пока не найден путь. Вершины, которые будут становиться постоянными, обозначаем *. 
Вершина v3 стала постоянной, с ней смежные v6, v4 и v2, ( для них нашли расстояние (это 1, 5, 3), заменили метки на (1,v3), (5,v3), (3,v3) (рисунок 9.2б). 

Минимальное из временных расстояний 1 ( вершина v6 становится постоянной. Вычисляем расстояния от через неё до смежных с ней v1, v2 и v4. Расстояние до v2 будет 1+2=3 ( оно равно текущему ( метка не меняется. Расстояние до v4 будет 1+1=2 ( оно меньше текущего ( метка меняется на (2,v6). Расстояние до v1 будет 1+4=5 ( оно меньше текущего (  ( метка меняется на (5,v6) (рисунок 9.2в).
Минимальное из временных расстояний 2 ( вершина v4 становится постоянной. Вычисляем расстояния от через неё до смежных с ней v1 и v5. Расстояние до v1 будет 2+2=4 ( оно меньше текущего ( метка меняется на (4,v4). Расстояние до v5 будет 2+4=6 ( оно меньше текущего (  ( метка меняется на (6,v4) (рисунок 9.2г).

Минимальное из временных расстояний 3 ( вершина v2 становится постоянной. Вычисляем расстояния от через неё до смежной с ней v5. Расстояние до v1 будет 3+1=4 ( оно меньше текущего ( метка меняется на (4,v2) (рисунок 9.2д).

Теперь у нас остались две вершину расстояния до которых равны v1 и v5. Отмечаем как постоянную сначала вершину v5(рисунок 9.2е), расстояние от неё до v1 4+3=7 ( метку не меняем. Затем v1 становится постоянной, т.к. весь граф пройден (рисунок 9.2ж)
Переместите соответствующие рисунки в нужные места текста. 
[image: image68.jpg]



а                                                                          б

[image: image69.jpg]



в                                                                                 г

[image: image70.jpg]



д                                                                         е

          [image: image71.jpg]



                                 ж

Рисунок 9.2
Т.о.  кратчайшие расстояния от v3 до всех вершин найдены:
1) от v3 до v1 равно  4,

2) от v3 до v2 равно 3,

3) от v3 до v4 равно 2 ,

4) от v3 до v5 равно 4 ,

5) от v3 до v6 равно 1 .
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